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Errores.

Definiciones basicas.

Sea Z un valor aproximado de una cantidad cuyo
valor exacto es x.

o El error absoluto de T se define como

A=x—17.

e El error relativo de Z, como

é:“fj (& #0).

A
e Y el error porcentual como 100 —.
x

#0 En general no conocemos el valor verdadero y
por lo tanto, tampoco el error real. La situacién
tipica es que tenemos una estimacion del error dada
por una cota positiva al tamano méaximo del error.
Es importante remarcar la diferencia entre el error,
el cual puede ser positivo o negativo, y una cota de
error positiva € para la magnitud del error absoluto
o § para la magnitud del error relativo:

A
|A] < e, u <.
|z
En la préctica, solo tales cotas pueden ser determi-
nadas.

#1 En la practica suele utilizarse la notacion z =
Z £ € para indicar que |z — 7| < e.

#1 Usualmente, el error relativo no puede ser cal-
culado directamente puesto que x es una cantidad
desconocida. Sin embargo, en tanto el error relativo
sea pequeno, se puede estimar su magnitud a partir
de considerar |A|/|z| ~ |A|/|Z].

Ejercicio 1. Estimar los errores absolutos, relativos
y porcentuales que se comenten al tomar como valo-
res de m, :

a) 22/7,

b) 333/106,  c) 355/113.

Considerando como valor “exacto” m = 3.141592654.

Ejercicio 2. Calcular el error absoluto que se co-
mete cuando se adopta como valor del area de un
rectangulo de lados a y b, el area del cuadrado que
tiene como lado el promedio de a y b.

Ejercicio 3. En 1862 el fisico Foucault, utilizando
un espejo giratorio, calculé en 298 000 km /s la velo-
cidad de la luz. Aceptando como exacta la velocidad
de 299776 km /s, estimar el error absoluto y el error
relativo cometido por Foucault.

Por otra parte, la determinacion de la constante uni-
versal h realizada por Planck en 1913 dio el va-
lor de 6.41 x 10727 erg seg. Adoptando el valor de
6.623 x 10727 erg seg, estimar el error absoluto y re-
lativo cometido por Planck. ;Cual medida es mas
precisa?

]~ Error absoluto vs. error relativo.

Lo que en realidad interesa en las mediciones no es
tanto el error absoluto, sino el error relativo; esto es,
la relacién de aquel error con respecto a la magnitud
en cuya determinacién se ha cometido el error.

Numero de decimales correctos, digitos signi-
ficativos y redondeo.

Cuando se indica el nimero de digitos de un valor
numérico no se cuentan los posibles ceros localizados
al comienzo del nimero, puesto que los mismos solo
ayudan a indicar la localizacién del punto decimal.
Por el contrario, si se indica el nimero de decimales,
entonces debe contarse aquellos ceros iniciales que
estén a la derecha del punto decimal. Por ejemplo,
el ntmero 0.00147 estd dado con tres digitos pero
tiene cinco decimales, mientras que el nimero 13.24
estd dado con cuatro digitos y solo dos decimales.

e Se dice que el nimero I aproxima a x con t
decimales correctos si t es el entero no negativo
mas grande para el cual,

|z — 7| < L 10t
r—x - .
2

e Se dice que el ntmero Z aproxima a x con t
digitos o cifras significativas si t es el entero no
negativo mas grande para el cual,

e —2 1

<= x10""t=5x%x 10"t
|z 2

#1 En virtud de estas definiciones, el nimero de de-
cimales correctos da una idea de la magnitud del
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error absoluto, mientras que el nimero de digitos
significativos da una idea de la magnitud del error
relativo.

Dado un ntmero x existen dos maneras de redondear
el namero a, digamos, ¢t decimales:

e En el truncamiento o cortado simplemente se
descartan todos los decimales ubicados a la de-
recha del t—ésimo decimal para obtener z. Pro-
cediendo de esta manera el error cometido tiene,
sistematicamente, el mismo signo que el niimero
y su magnitud esté acotada por |x — Z| < 10~

e En el redondeo simétrico, si el (t+ 1)—ésimo de-
cimal es menor que 5 dejamos el t-ésimo decimal
sin cambiar y eliminamos los siguientes, pero si
el (t+ 1)—ésimo decimal es mayor o igual que 5
sumamos 1 al t-ésimo decimal. Los errores ob-
tenidos resultaran positivos o negativos casi por
igual, y una cota para el error cometido esta da-
da por |z — 7| < $107".

Ejercicio 4. Mostrar que 0.001234 4 0.000004 tiene
cinco decimales correctos y tres digitos significativos,
mientras que 0.001234 &+ 0.000008 tiene cuatro deci-
males correctos y dos digitos significativos.

Ejercicio 5. Redondear 7 a cuatro decimales em-
pleando el cortado y el redondeo simétrico.

Propagaciéon de errores.

Nos interesa analizar como se propaga el error al efec-
tuar operaciones aritméticas con aproximaciones.

Ejercicio 6. Mostrar que al operar con las aproxi-
maciones Z e ¥ a los valores verdaderos x e y, respec-
tivamente, se cumplen las siguientes reglas sobre los
errores absolutos o relativos de las respectivas ope-
raciones:

(¢ +9) = Azt Ay,
(

7

-y € Y

Alz/y) Az Ay
r/y  x y

Ejercicio 7. Mostrar que en la adicion y sustrac-
cion, una cota para el error absoluto del resultado
estd dada por la suma de las cota de los errores ab-
solutos de los operandos

Az +y)| < |Az|+|Ay],

mientras que en la multiplicacion y division, una cota
del error relativo estd dada, aproximadamente, por

la suma de las cotas de los errores relativos de los
operandos,

Az y)l  [Az] | |Ayl

lz-yl "~ |zl ly|
|A(z/y)| < | Az N Ayl
lz/yl |z |yl

Ejercicio 8. Mostrar que el error relativo en la di-
ferencia de dos ntmeros aproximadamente iguales
puede ser muy grande, atin cuando los dos ntimeros
tengan errores pequenos (fendmeno de cancelacion).
Considerar como ejemplo = 0.5764 £ 0.5 x 1074 e
y =0.5763 + 0.5 x 1074,

Consideremos ahora el caso general de una relacion
funcional z = z(x1,x9,...,x,) para ciertas varia-
bles x1,%2,...,2,. Una cota para el error absoluto
Az = z(x1,29,. .., Zn) — 2(T1, To, ..., Ty,) al estimar
z con el valor aproximado z; de z; con error Ax;,
parai=1,...,n, estd dada por la siguiente formula
fundamental del calculo de errores:

P
825 Z ‘ ox;
i=1 v

|Aa’,‘l|

(517527---7571)

#0 La cantidad |0z/dz;| puede ser interpretada co-
mo una medida de la sensibilidad de z frente a una
perturbaciéon Ax; en el argumento ;.

#0 En los usos practicos de la formula, |0z/0x]
se estima evaluandola en el punto aproximado
(T1,%a,...,Zy), con lo que no se tiene, en estas cir-
cunstancias, una cota estricta del error.

Ejercicio 9. Mostrar que el error relativo de la raiz
cuadrada de un ntimero es inferior a la mitad de una
cota superior del error relativo del radicando.

Ejercicio 10. Mostrar que una cota para error re-
lativo en el volumen de una esfera de radio R es tres
veces el error relativo con que ha sido medido el radio
R.

Problema directo e inverso de errores.

La determinacion del error de un valor obtenido co-
mo resultado de operaciones sobre cantidades cuyos
errores se conocen, constituye el problema directo del
calculo de errores. Por otra parte, la estimacion de
los errores de los valores que intervienen en una canti-
dad de manera de que ésta sea calculada con un error
prefijado, constituye el problema inverso del céalculo
de errores. La solucién de estos problemas se apoyan
en las formulas de propagacion de errores.

Ejercicio 11. La distancia aérea media entre
Ushuaia y Puerto Iguazi es 3535 kilémetros, pero
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puede ser 120 kilometros més larga o méas corta de-
bido a variaciones en la ruta. La velocidad de crucero
de un avién dado es de 930 km/h, pero puede variar
hasta en 100 km/h en exceso o en defecto a causa de
los vientos. jCuales son los limites minimo y méaximo
de duracion del vuelo?

Ejercicio 12. Determinar el valor y el error come-
tido en el calculo del volumen de un cubo de lado
!l = 7.3 cm medido con un error menor que medio
milimetro. ;Cuantos decimales correctos tiene el vo-
lumen calculado? jcuéntas cifras significativas?

Ejercicio 13. Supongamos que se han determinado
los siguientes valores para dos lados y un angulo de
un triangulo ABC:

b=465.24m, c=404.63m, o =48°25'10".

Los lados se han determinado con errores absolutos
inferiores a 0.05m y el &ngulo con un error absoluto
inferior a 10”. El area del tridngulo se calcula segun
la formula A = %bcsen a. Estimar el valor de dicha
area y el error cometido.

Ejercicio 14. Se desea calcular el volumen de un
paralelepipedo rectangulo, cuyas aristas miden apro-
ximadamente x = 35c¢m, y = 40 cm, z = 45 cm, con
un error menor que 50 cm?3. ;Con qué aproximacién
deben medirse las aristas?

Ejercicio 15. Se desea calcular con una aproxima-
cién del 0.1% la superficie de un circulo cuyo radio
mide aproximadamente 25 cm. ;Con qué aproxima-
cion debe medirse el radio y cuantos decimales de m
seré necesario considerar?
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