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ANyP, Practica 2a.

Numeros de punto flotante y errores de redondeo.

Sistemas numéricos posicionales.

Cotidianamente para representar los ntmeros utili-
zamos un sistema posicional de base 10: el sistema
decimal. En este sistema los ntimeros son representa-
dos usando diez diferentes caracteres, llamados digi-
tos decimales, a saber, 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9. La
magnitud con la que un digito a; contribuye al valor
del namero depende de su posicion en el nimero de
manera tal que la representacion decimal

(_1>s(ananfl S 100.G_1G_2 ")

corresponde al ntimero

(—=1)*(ap10™ + ap 110" 4+ - 4 a1 10 + ag10°+
+a_ 1107 +a 51072 4 ...),

donde s depende del signo del ntimero (s = 0 si el
namero es positivo y s = 1 si es negativo). De ma-
nera anéloga se puede concebir otros sistemas posi-
cionales con una base distinta de 10. En principio,
cualquier niimero natural S > 2 puede ser utilizado
como base. Entonces, fijada una base, todo ntimero
real admite una representacion posicional en la base
B de la forma,

(=1)*(anB"™ + ap-18""* + - + a1 8" + apB'+
ta_1f Tt asB 4. ),

donde los coeficientes a; son los “digitos” en el sistema
con base (3, esto es, enteros positivos tales que 0 <
a; < B —1. Los coeficientes a;>o se consideran como
los digitos de la parte entera, en tanto que los a;<q,
son los digitos de la parte fraccionaria. Si, como en el
caso decimal, utilizamos un punto para separar tales
partes, el namero es representado en la base 8 como,

(—1)S(anan71 c1Q100.0-1Q_92 "+ )ﬁ7

donde hemos utilizado el subindice § para evitar
cualquier ambigiliedad con la base escogida.

#1 Aunque cualquier ntmero natural 8 > 2 define
un sistema posicional, en el ambito computacional
solo son de interés los sistemas decimal (5 = 10),
binario (8 = 2), octal (8 = 8) y hexadecimal (8 =

16). El sistema binario consta s6lo de los digitos 0
y 1, llamados bits (del inglés binary digits). Por su
parte, el sistema octal usa digitos del 0 al 7, en tanto
que el sistema hexadecimal usa los digitos del 0 al 9
y las letras A, B, C, D, E, F. Para sistemas con base
B > 10 es usual reemplazar los digitos 10,11,...,5—
1 por las letras A, B, C, ....

Ejercicio 1. Mostrar que (13.25)19 = (1101.01)9 =
(15.2)s = (D.4)16.

Ejercicio 2. Determinar la representacién binaria
de los siguientes ntimeros

a)29,  b)0.625, ) 0.1, d)5.75.

Representacion de punto flotante.

Para la representaciéon de ntmeros reales sobre un
amplio rango de valores con s6lo unos pocos digitos se
utiliza la notacidn cientifica. Asi 976 000 000 000 000
se representa como 9.76 x 10+ y 0.0000000000000976
como 9.76 x 10~ !4, En esta notacion el punto decimal
se mueve dindmicamente a una posiciéon conveniente
y se utiliza el exponente de 10 para registrar la posi-
cion del punto decimal. En particular, todo niimero
real no nulo puede ser escrito en forma tnica en la
notacioén cientifica normalizada,

(=1)°0.a1az2a3 - - - arasr1ap12 -+ - X 10°,

siendo el digito a; # 0. De manera analoga, todo
nimero real no nulo puede representarse en forma
Gnica, respecto la base 3, en la forma de punto flo-
tante normalizada:

(=1)*0.ara2a3 - - - azasi1ai2- - X B,

donde los “digitos” a; respecto de la base 3 son ente-
ros positivos talesque 1 <a; < —-1,0<aq; < -1
para i = 1,2,... y constituyen la parte fraccional o
mantisa del nimero, en tanto que e, el cual es un
numero entero llamado el exponente, indica la posi-
cion del punto correspondiente a la base 3. Si m es
la fraccion decimal correspondiente a (0.a1az2a3 - -+ )3
entonces el niimero representado corresponde al nu-
mero decimal
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(=1)°m - 5%, siendo S~ <m < 1.

En todo dispositivo de calculo, como una compu-
tadora o calculadora, el nimero de digitos posibles
para representar la mantisa es finito, digamos ¢ di-
gitos en la base 3, y el exponente puede variar sélo
dentro de un rango finito L < e < U (con L <0y
U > 0). Esto implica que s6lo un conjunto finito de
nimeros reales pueden ser representados, los cuales
tienen la forma,

(—1)8 0.(11@2(13 e Qp X 56.

Tales nimeros se denominan numeros de punto flo-
tante con t digitos (o de precision t) en la base 8y
rango (L,U). Al conjunto de los mismos lo denota-
mos por F(8,t, L, U).

#1 E] ntimero de elementos del conjunto FF, esto es,
la cantidad de nimeros de puntos flotantes de F, es

208 - 1)U - L +1).

#1 Debido a la normalizacion el cero no puede ser
representado como un nimero de punto flotante y
por lo tanto esta excluido del conjunto F.

# Si 1z € F entonces su opuesto —z € F.

#1 E] conjunto F esta acotado tanto superior como
inferiormente:

Tmin = BL_l S |J}| S Tmax = BU(l - B_t)a

donde ZTpin ¥ Tmax SOn el menor y mayor nimero
de punto flotante positivo representable, respectiva-
mente.

# Se sigue de lo anterior que en la recta de los ni-
meros reales hay cinco regiones excluidas para los
nimeros de F:

I- Los ntimeros negativos menores que —Tpyax, Te-
gion denominada desbordamiento (overflow) ne-
gativo.

II- Los niimeros negativos mayores que —Zmin, de-
nominada desbordamiento a cero (underflow)
negativo.

III- El cero.

IV- Los ntimeros positivos menores que Zyi,, deno-
minada desbordamiento a cero (underflow) po-
sitivo.

V- Los ntimeros positivos mayores que &, deno-
minada desbordamiento (overflow) positivo.

#1 Los nameros de punto flotante no estan igual-
mente espaciados sobre la recta real, sino que estan
mas proximos cerca del origen y méas separados a
medida que nos alejamos de él.

#1 Una cantidad de gran importancia es el denomi-
nado epsilon de la mdquina ey = B¢ el cual repre-
senta la distancia entre el nimero 1 y el ntimero de
punto flotante siguiente més proximo. Esto es, e€ps
es el namero de punto flotante mas pequeno para el
cual 1 +€p; > 1.

Con el fin de evitar la proliferacion de diversos siste-
mas de puntos flotantes incompatibles entre si a fines
de la década de 1980 se desarroll6 la norma o estan-
dar IEEE754/ IEC55€EHE| el cual es implementado en
todas las computadoras actuales. Esta norma define
dos formatos para la implementaciéon de ntiimeros de
punto flotante en la computadora:

e precision simple: F(2,24, —125,128),
e precision doble: F(2,53,—1021,1024).

Ejercicio 3. Considere el conjunto de ntimeros de
punto flotante F(2,3, —1,2).

a) Determinar Zmin, Tmax, €m y €l namero de ele-
mentos de F.

b) Determinar los nimeros de punto flotante posi-
tivos del conjunto F.

c) Graficar sobre la recta real los nimeros de pun-
tos flotantes determinados en el punto anterior.

Ejercicio 4. Determinar los valores de Tyin, Tmax,
€y para la representaciones de precision simple y
doble de la norma IEEE754.

Ejercicio 5. Determinar la representacion de punto
flotante de simple precision de

a) 5.75,  b) — 118.625.

]~ Implementacion en Python de los na-
meros de punto flotante.

A diferencia de otros lenguajes como Fortran, C o
C++, que admiten para los datos reales tanto la
simple como la doble presicién, segiin las especifica-
ciones de la norma IEEE754/1EC559, Python utiliza
sélo doble presicion para los datos reales.

Ejercicio 6. La libreria NumPy de Python dispone
de un conjunto de funciones para determinar las pro-
piedades de la representacion de punto flotante im-
plementada en una clase de tipo real. Utilizando

HEEE = Institute of Electrical and Electronics Engineeers.
2IEC = International Electronical Commission.

Prdctica 2a.

Pag. 2



Andlisis Numérico y Programacion 2026.

4 ‘:’:‘: . Facultad de Ciencias
oeseelsss Astronomicas
% Y Geofisicas

el siguiente programa verifique que la clase asigna-
da a los datos de tipo real es casi efectivamente los
nimeros de punto flotante de precision doble de la
norma IEEE754. Tener en cuenta que la funcién
info.precision devuelve la cantidad de digitos de
la representacién en base 10 y no en base 2.

import numpy as np

def mostrar_info_numerica(tipo_dato):
# Crea un ejemplo del tipo de dato.
nro = tipo_dato(1.234567890123456789)
print (£"Tipo de dato: {nro.dtypel}")

# Informaciéon numérica usando np.finfo.
info = np.finfo(nro)

print("t =", info.precision)
print ("L =", info.minexp)

print("U =", info.maxexp)

print ("x_max =", info.max)
print ("x_min =", info.tiny)
print("eps_M =", info.eps)
print ()

# Informacidn para precisién doble (float64).
print ("Precisién doble:")
mostrar_info_numerica(np.float64)

Ejercicio 7. El médulo sys nos permite conocer in-
formacion acerca de la representacion de punto flo-
tante que estamos utilizando.

a) Importando el modulo sys, y utilizando
print(sys.float_info), analizar la salida.

b) Explicar los resultados de
I) 1. '= 1.+sys.float_info.epsilon/2.
II) 2. * sys.float_info.max

III) sys.float_info.min/1.e20. ;Por qué es
distinto de sys.float_info.min/1.e107

Ejercicio 8. El médulo NumPy nos permite acceder
a la instruccién spacing. La misma nos permite,
para un dado nimero, determinar el intervalo hasta
el siguiente representable.

a) ;Cual espera sea el resultado de
numpy . spacing(1.)? (Comparar con el
inciso a) del ejercicio anterior).

b) Observando los resultados
de numpy . spacing(1.e20) y
numpy . spacing(1.e60), explicar la diferencia.

¢) Comparar y explicar los resultados de 1.e20 ==
1.e20 + numpy.spacing(1.e20)/4 y 1.e20
== 1.e20 + 3/4*numpy.spacing(l.e20)

Redondeo de un niimero real a su representa-
cion de punto flotante.

El hecho de que s6lo el subconjunto F de los ni-
meros reales es representable en una computadora
implica que dado cualquier nimero real z, para ser
representado, debe ser aproximado por un ntmero de
punto flotante de tal conjunto, al que denotaremos
por fi(z). La manera usual de proceder consiste en
aplicar el redondeo simétrico a t digitos a la mantisa
de la representacion de punto flotante normalizada
(infinita) de x. Esto es, a partir de

x=(-1)%0.a1az . ..atat41a412 - X 8%,

si el exponente e esté dentro del rango —L < e < U,
obtenemos fI(x) como

fl(ZE) = (—1)‘90.a1a2 .. .Zit X 567

donde
a4 = ag si a1 < ﬁ/Q
¢ at—|—1 si at+12/8/2.

El error que resulta de reemplazar un ntmero real
por su forma de punto flotante se denomina error
de redondeo. Una estimaciéon del mismo esta dado
en el siguiente resultado: Todo nimero real x dentro
del rango de los numeros de punto flotante puede ser
representado con un error relativo que no excede la
unidad de redondeo u:

x — fl 1

o fi@)] 1

|z| 2
Se sigue de este resultado que existe un nimero real
4, que depende de x, tal que
fl(x) =2(149), siendo [0] < u.

Ejercicio 9. Determinar la representacion de punto
flotante decimal de 5 digitos de 7.

Ejercicio 10. Mostrar que en la representacion de
precision simple de la norma IEEE754 el nimero
de digitos decimales significativos es alrededor de 7,
mientras que para la precisiéon doble es alrededor de
16.

Aritmética de punto flotante.

Ademas de dar una representacion inexacta de los
nimeros, la aritmética realizada en la computadora
no es exacta. Aun si x e y son ntmeros de punto
flotante, el resultado de una operacién aritmética so-
bre ellos no necesariamente es un ntimero de punto
flotante. En consecuencia, debe definirse una arit-
mética en F que sea lo méas semejante posible a la
aritmética de los nimeros reales.

Si o denota una operacion (suma, resta, multiplica-
cion o division) entre dos ntimeros reales z e y, la
correspondiente operacién de punto flotante denota-
da por ® es definida como:
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z@y = fl(fl(x) o fl(y))
Esta aritmética consiste en efectuar la operacion
exacta en las representaciones de punto flotante de x
e y y luego convertir el resultado a su representaciéon
de punto ﬁotanteﬂ En particular, si z e y son nume-
ros de punto flotante, se sigue que existe un ntmero
real § tal que

r@y=(zoy)(l+4), siendo [0] < u.

Ejercicio 11. Utilizando aritmética de siete digitos
decimales efectuar los siguientes céalculos.

a) Con a = 1234.567, b = 45.67844, ¢ = 0.0004,
(a+0b)+c a+ (b+c).

b) Con a = 1234.567, b = 1.234567, c = 3.333333,
(a+D)-c, a-c+b-c

Al comparar los resultados, ;qué puede concluirse?

]~ Propiedades de la aritmética de punto flotante

No todas las propiedades de las operaciones aritmé-
ticas con nmeros reales se preservan en la aritmé-
tica con nameros de punto flotante. En particular,
aunque la adicién y multiplicacién de nameros de
punto flotantes es conmutativa, no necesariamente
es asociativa ni distributiva.

Ejercicio 12. Interprete el resultado del siguiente
programa en virtud de la representacién de punto
flotante de los datos reales.

a = 19.08
b =2.01
c = 21.09

if (a + b == c¢):
print("19.08 + 2.01 = 21.09")
else:
print("19.08 + 2.01 es distinto a 21.09")

print ()
print("a + b = ", a + b)
print("c =", ¢c)

[ Nameros de punto flotante en tests de igualdad

La comparacién x == y entre dos datos de tipo nu-
mérico testea la igualdad estricta de las represen-
taciones de punto flotante de los mismos. Debido
a la naturaleza inexacta de la representacion y los

3La implementacion efectiva de estas operaciones en una
computadora no procede exactamente de esta forma pero el
resultado final se comporta como hemos indicado.

errores de redondeo involucrados en los calculos que
llevaron al valor de los datos, tal comparacién puede
dar un valor légico falso atn cuando los datos que
representan sean matematicamente iguales. Por es-
te motivo la igualdad estricta debe ser reemplazada
por un test de igualdad dentro de cierta tolerancia:
abs(x-y) <= tol donde el valor de tol depende
del problema considerado.

Si en nuestro problema no necesitamos tener un con-
trol estricto de la tolerancia, podemos testear las
igualdades usando np.isclose de la libreria NumPy,
con lo cual el cédigo anterior puede reescribirse co-
mo se muestra mas abajo.

import numpy as np

a = 19.08
b =2.01
c = 21.09

if np.isclose(a + b, c):
print("19.08 + 2.01 = 21.09")
else:
print("19.08 + 2.01 es distinto a 21.09")

print ()
print("a + b =", a + b)
print("c =", ¢)

Numeros especiales.

La condiciéon de normalizaciéon sobre la mantisa de
los nameros de punto flotante impide la representa-
cion del cero, por lo tanto debe disponerse de una
representacion separada del mismo. Por otra parte,
en la aritmética de punto flotante pueden presentar-
se las tres siguientes condiciones excepcionales: i)
una operacion puede conducir a un resultado fuera
del rango representable (ya sea porque || > Zmax
—overflow— o porque |z| < Tmin —underflow-), i) el
calculo puede ser una operacion matemética indefi-
nida (tal como la division por cero) o i) ser ilegal
(como la division 0/0).

Antes de la implementacion de la norma IEEE754,
frente a tales situaciones excepcionales, las compu-
tadoras abortaban el calculo y detenfan el programa.
Por el contrario, la norma IEEE754 define una arit-
mética cerrada en F introduciendo ciertos niimeros
especiales. De esta manera, con la implementacién
de la norma IEEE754 en las computadoras actuales,
cuando un céalculo intermedio conduce a una de las
situaciones excepcionales el resultado es asignado al
niumero especial apropiado y los célculos contintan
(aritmética de no detencion).

Ceros. En la norma IEEET754 el cero es representa-
do por un ntumero de punto flotante con una mantisa
nula y exponente e = L — 1, pero, como ninguna, con-
dicién es impuesta sobre el signo, existen dos ceros:
+0 y —0 (con la salvedad de que en una comparacion
se consideran iguales en vez de —0 < +0). Un cero
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con signo es tutil en determinadas situaciones, pero
en la mayoria de las aplicaciones el signo del cero es
invisible.

Infinitos. Cuando un célculo produce un desborda-
miento (overflow) positivo el resultado es asignado al
numero especial denominado infinito positivo, codifi-
cado como +Infinity (inf en Python). Notese que
“infinito” no significa necesariamente que el resulta-
do sea realmente oo, sino que significa “demasiado
grande para representar”. De la misma manera, el
calculo de un desbordamiento negativo es asignado
al namero especial infinito negativo, codificado como
-Infinity (-inf en Python). Los infinitos permi-
ten considerar también el caso excepcional de la di-
visiéon de un ntmero no nulo por cero: el resultado
es asignado al infinito del signo apropiado en varios
lenguajes, pero en Python. el programa abortara con
el mensaje ZeroDivisionError.

Los infinitos son representados en el estandar por
los ntmeros de punto flotante con mantisa nula y
exponente e = U + 1 con el correspondiente signo.

Numeros denormalizados. Tradicionalmente si
una operaciéon producia un valor de magnitud menor
que Ty, (desbordamiento a cero, o underflow), el re-
sultado era asignado a cero. Ahora bien, la distancia
entre cero y Tyin = A%~ (el menor niimero de punto
flotante positivo representable) es mucho mayor que
la distancia entre este ntimero y el siguiente por lo
que la asignacién a cero de una condiciéon de under-
flow produce errores de redondeo excepcionalmente
grandes. Para cubrir esta distancia y reducir asi el
efecto de desbordamiento a cero a un nivel compara-
ble con el redondeo de los nimeros de punto flotante
se implementa el desbordamiento a cero gradual (gra-
dual underflow) introduciendo los nimeros de punto
flotante denormalizados. Los nimeros denormaliza-
dos son obtenidos removiendo en la representacion
de punto flotante la condicién de que a; sea no nulo
solo para los niimeros que corresponden al minimo
exponente e = L. De esta manera la unicidad de la
representacion es mantenida y ahora es posible dis-
poner de numeros de punto flotante en el intervalo
(—pBL=1,8E=1). La magnitud del mas pequeiio de
estos nameros denormalizados es igual a SZ~t. De
este modo, cuando el resultado de una operacioén tie-
ne magnitud menor que xn;, el mismo es asignado
al correspondiente nimero de punto flotante denor-
malizado més proximo. En el estandar, los nime-
ros denormalizados son representados como niimeros
de punto flotante con mantisa no nula y exponente
e=L—-1.

NaN. Operaciones matematicamente ilegales, co-
mo 0/0 6 /x para z < 0, son asignadas al ni-
mero especial denominado Not a Number (no es
un namero), codificado como NaN. En particular,
en Python, la operacion 0/0 no da como resultado

NaN, sino qu el programa aborta dando el mensa-
je ZeroDivisionError. En el estandar un NaN es
representado por un nimero de punto flotante con
mantisa no nula y exponente e = U + 1 (puesto que
la mantisa no esté especificada no existe un tnico
NaN, sino un conjunto finito de ellos los cuales pue-
den utilizarse para especificar situaciones de excep-
cion particulares).

Las operaciones aritméticas que involucran a los ni-
meros especiales estan definidas de manera de obte-
ner resultados razonables, tales como

(£inf) + (+1) = +inf
(£inf) - (-1) = Finf
(£inf) + (+inf) = +inf
(+inf) + (Finf) = nan
1/(£ 0) — ZeroDivisionError
+inf - 1/(+inf) = nan
0/0 = — ZeroDivisionError
(+inf) / (£inf) = nan
0 - (£inf) = nan

Por otra parte un NaN se propaga agresivamente a
través de las operaciones aritméticas: en cualquier
operacion donde un NaN participe como operando el
resultado serd un NaN.

Ejercicio 13. Dados a = 1.e308 y b = 0., computar
a?, a®b, —(a®)by a/b.

Ejercicio 14. Determinar los nimeros de punto flo-
tante denormalizados positivos asociados al conjunto
F(2,3,-1,2).

Propagacion del error de redondeo.

Un punto de mucha importancia para el analisis nu-
mérico es analizar la forma en que un error de re-
dondeo introducido en algtin punto de un calculo se
propaga en los calculos posteriores. Los siguientes
ejercicios ilustran los problemas que pueden ocurrir
al trabajar con una representacion finita de los ni-
meros reales.

Ejercicio 15. Considere la suma de cuatro ntimeros
positivos:
y=x1+x2+2x3 + 234.

a) Mostrar que si los x; son nimeros de punto flo-
tante, en una aritmética de t digitos, el error de
redondeo en y esta acotado por

|Ay| < (31 + 3x2 + 225 + x4) W

b) Mostrar que el error de redondeo se minimiza
reacomodando los nimeros a sumar de manera
que los mas pequernios sean los que se sumen
primero.
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Ejercicio 16. Implementar un programa python
para evaluar la suma,

10000 000

Z 1/n

n=1

primero en el orden usual y luego en el orden opuesto.
Explique las diferencias obtenidas e indique cual es
el resultado més preciso.

Ejercicio 17. Supo6ngase que x e y son nimeros po-
sitivos correctamente redondeados a t digitos. Mos-
trar que la magnitud del error relativo de redondeo
en z = x — y esta acotada por

A
’72‘ < \x|+|y|u+u

z |7 |z —y

Mostrar, entonces, que si x e y son aproximadamente
iguales, los errores de redondeo de = e y pueden pro-
pagarse de manera tal que el error relativo en z pue-
de ser grande aunque el error absoluto sea pequeno
(fendmeno de cancelacion de digitos significativos).

El siguiente ejercicio muestra que la pérdida de pre-
cisiéon en la resta de dos ntimeros aproximadamente
iguales puede tener un efecto drastico en expresiones
que contengan dicha sustraccion.

Ejercicio 18. La férmula cuadratica nos dice que
las raices de az? 4+ bz + ¢ = 0 son

b+ Vb —4dac

—b—+Vb2 —4dac
2a ’ '

Z1
2a

T =
Si b2 > 4ac entonces, cuando b > 0 el calculo de
1 involucra en el numerador la sustraccion de dos
nimeros casi iguales, mientras que si b < 0 esta si-
tuacién ocurre para el calculo de 5. “Racionalizando
el numerador” se obtienen las siguientes formulas al-
ternativas que no sufren de este problema:

—2¢ 2¢
b+ VB2 —4dac T b+ V2 —4dac

xr1 =

siendo la primera adecuada cuando b > 0 y la segun-
da cuando b < 0.

Utilizar la formula usual y la “racionalizada” para
calcular las raices de

22 +62.10x+1 =0,

utilizando aritmética a cuatro digitos. Interprete sus
resultados.

Ejercicio 19. Considere el polinomio

p(z) =2® —62% + 32— 0.149

a) Evalue el polinomio en z = 4.71 utilizando arit-
mética decimal de tres digitos. Estime el error
relativo cometido.

b) Repita el punto anterior pero con el polinomio
escrito en su forma anidada

p(z) = ((x —6)z+3)xz —0.149

c) (A qué se debe el decrecimiento del error en el
segundo caso?

I~ Lista de recomendaciones para minimi-
zar el impacto del error de redondeo.

e Evitar testear la igualdad entre dos nameros,
en su lugar testear la magnitud de la diferencia
dentro de cierta tolerancia.

e Cuando se van a sumar y/o restar nimeros,
considerar siempre los nimeros mas pequefios
primero.

e De ser posible evitar la sustraccién de dos na-
meros aproximadamente iguales. Una expresion
que contenga dicha sustraccién puede a menu-
do ser reescrita para evitarla.

e Minimizar el nimero de operaciones aritméti-
cas.

Prdctica 2a.



