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Diferenciaciéon e integraciéon numérica.

Diferenciacién numérica.

Sea f una funcién suave sobre un intervaldﬂ En un
punto a de dicho intervalo, la derivada de f puede
ser estimada a partir del cociente incremental

fla+h)— f(a)
f'(a) ~ -5
para valores pequenos de h. Tal aproximaciéon es
conocida como formula de diferencia progresiva (si
h > 0) o regresiva si (h < 0).

Ejercicio 1. Mostrar que el error de truncamiento
de la férmula de diferencia anterior estd dado por

h

B(f) =51,

para algin £ entre a y a + h.

Ejercicio 2. Mostrar que la férmula de diferencia
centrada

fla+h)—fla—h)
2h ’

f'(a) ~
tiene un término de error
h? 3
B(f) = = D),

donde ¢ se encuentra entre a — h y a + h, y por
lo tanto constituye una mejor aproximacién que la
formula anterior.

Ejercicio 3. Compute, la aproximacion de f/(0.1)
para f(z) = sen (z) utilizando la formula de diferen-
cia centrada con diferentes valores de h. Comience
con h = 10 y reduzca sucesivamente el paso a la
décima parte del paso anterior, procediendo de esta
manera por lo menos veinticinco veces. Imprima pa-
ra cada h el valor estimado de la derivada y el error
cometido. Comente los resultados obtenidos. ;A qué
se debe lo observado? ;Cual parece ser el rango del
valor apropiado para h?

Ejercicio 4. Mostrar que si los errores de redondeo
por la utilizacion de aritmética finita en la evaluacién
de f estan acotados por algin 6 > 0 y la derivada

1Por suave queremos decir que las derivadas de hasta orden
n > 1 de f son continuas sobre el intervalo, donde el orden n
depende del contexto del problema.

tercera de f esta acotada por M > 0, entonces

fla+h)—fla—h)y, 6 h?
- 2h SpteM

f'(a)

donde f denota la evaluacion de f en aritmética fini-
ta. Mientras que el error de truncamiento, (h?/6)M,
decrece conforme h disminuye, el error debido al re-
dondeo, d/h, se incrementa confome h disminuye.
Claramente, para h suficientemente pequernio, el error
debido al redondeo dominaré al error de truncamien-
to, convirtiéndose en la fuente principal de error.
Mostrar que el valor dptimo de h, definido como el
valor de h para el cual la suma de las magnitudes
del error de redondeo y truncamiento se minimizan,
puede ser estimado como

3/39

h()ptimo = M

Calcular el valor 6ptimo de h para el ejercicio ante-
rior y comparar con los resultados obtenidos.

Ejercicio 5. Mostrar que f”(a) puede ser aproxi-
mada por la férmula de diferencias

flat+h)—2f(a) + fla—h)
h? ’

f//(a) ~
con un término de error dado por

h2
B(f) = =35/ 7(©),

donde ¢ se encuentra entre a —h 'y a + h.

Formulas elementales de integracion numéri-
ca.

Sea f una funcién suave sobre el intervalo cerrado
[a,b], el cual es subdividido en n subintervalos de
longitud h = (b — a)/n por los puntos esquipaciados

ro=a, T,=b, x;=x9+1th t=0,1,...,n.

Se tienen entonces las siguientes reglas de integracion
con sus respectivos términos de error (siendo £ un
punto del intervalo (a, b)),
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Regla del rectangulo
h(b—a
/f dx_hfo” 5 )f(g).

Regla del trapecio

/f <f(x0)+f:rn +2fol>

h2(b — a) "
— ),

Regla de Simpson

/f — 5 () + 7w) +25 flam)t

j=1
m 40y
13 foyn)) - HES 0
Jj=1

siendo n = 2m.

Ejercicio 6. Indicar cual es el grado de exactitud o
precision de las reglas de integraciéon anteriores, esto
es, el entero n no negativo tal que la regla de inte-
graciéon es exacta para todo los polinomios de grado
menor o igual que n.

Ejercicio 7. Implementar los métodos anteriores
como funciones Python. Notar que, en la implemen-
tacion, solo los valores y; = f(x;) son necesarios.

Ejercicio 8. Estimar

/ sen () dz,
0

con paso h = m/10 utilizando las funciones imple-
mentadas en el punto anterior. Compare los resulta-
dos obtenidos. ;Cual deberia ser, para cada método,
el namero n de nodos necesario para garantizar que el
error en la estimacion correspondiente de la integral
sea, a lo méas, 2 x 107°?

Cuadratura de Gauss-Legendre.

Si x1,x9,..., x, son las n raices del polinomio de
Legendre de grado n, la formula de cuadratura de
Gauss-Legendre de n puntos para estimar la integral
de una funciéon f sobre el intervalo [—1, 1] est4 dada
por

1 n
/1 f(z)de ~ ZAz‘f(fEi),
- i=1

donde

1 n
A= 11 ((x__:”]) dz,
71j*1 xX; .’IJ]

J#i

y el error de truncamiento estd dado por E(f) =
cnfP™(€) donde € es un punto del intervalo (—1,1)
y ¢, es una constante. Tal formula es exacta para
todo polinomio de grado < 2n — 1.

Ejercicio 9. Mostrar que la férmula de Gauss-
Legendre de dos puntos es

1
[ @)= f(-1/V5) + (1/V5),

y su término de error es E(f) = &= f®(€). (Ayuda:
Recordar que Pp(z) = 2(2? — ). Ademas utilizan-
do el hecho de que la formula debe ser exacta para
todo polinomio de grado menor o igual que 3 deter-
minar los coeficientes A1 y Ao, via el método de los
coeficientes indeterminados, aplicando la formula a
f(x) =1y f(z) = z. Finalmente el coeficiente cy
del término del error puede ser determinado calcu-
lando el error de truncamiento para f(z) = z%).

Ejercicio 10. Mostrar que, si b > a, al efectuar el

x— (b+a)
(b—a)

/abf(m) dz = /_11 o(t) dt

cambio de variable t =

donde

o(t) = ;(b—a)f<;(b—a)t+ (b+a)>

Esto permite calcular la integral dada por las férmu-
las de Gauss-Legendre.

Ejercicio 11. Implemente un programa Python pa-
ra la evaluacion de f; f(z)dx por el método de
Gauss-Legendre de seis puntos. Los nodos y coefi-
cientes correspondientes son dados en la siguiente
tabla.

X A;

+0.9324695142  0.1713244924
£0.6612093865 0.3607615730
£0.2386191861  0.4679139346

Ejercicio 12. Utilice el programa anterior para es-

timar
1.5
_wz
/ e dx.
1
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Integrales impropias.

Para resolver una integral impropia numéricamen-
te, debemos transformarla a integrales que podamos
resolver. Un método es subdividir el intervalo de in-
tegracion en varios subintervalos, por ejemplo,

/OOO f(z)dz = /O f(a) de = / faeyde= ..

Vamos resolviendo cada integral y las vamos suman-
do hasta encontrar,

/H+1 f(z) da:‘ <e

i

Este método sirve para muchas funciones, pero se
corre el riesgo de estar resolviendo integrales que en
realidad son divergentes.

Un método mejor es realizar un cambio de variables
de forma tal que el intervalo de integracion sea aco-
tado.

Por ejemplo,Realizando la sustituciéon y = e~7, ten-

dremos,

Existen varias sustituciones que modifican los inter-
valos de integracién semi- o infinitos a intervalos fi-
nitos, y cual usemos dependera del problema que es-
temos resolviendo.

Ejercicio 13. Utilizando cuadratura de Gauss-
Legendre y la sustitucion ¢ = 1/z, resolver la in-

tegral,
/°° dx
o (14+2z2)3

Para que la sustituciéon pueda se usada, descompo-
ner la integral en la suma de dos integrales, una en
el intervalo [0, 1] y la otra en el intervalo (1,00). La
primera se resuelve sin usar el cambio de variable,
mientras que en la segunda si debe utilizarse. Ob-
servar que el intervalo (1,00), se transforma en el
intervalo (1,0) utilizando este cambio de variable.
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