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Capitulo
Analisis Numérico

El andlisis numérico consiste en desarrollar métodos (algoritmos) para la solucién aproximada de proble-
mas matematicos que no poseen una solucién analitica simple.

En este proceso, deben tenerse en cuenta las distintas fuentes de error, a fin de evitar que dichos errores
invaliden los resultados. Uno de estos errores son los errores en los datos de entrada, cuyo control
estd por fuera del algoritmo. Otro error con el que hay que lidiar es el error de redondeo, que surge
cuando los célculos son realizados con nimeros cuya representacion queda restringida a un ntimero finito
de digitos, que es lo que lo que ocurre en una computadora. Veamos un ejemplo.

Supongamos que queremos evaluar la funcién

fl@)=vVa2+1-1 (2.1)

en z = 0,25, utilizando una computadora (ficticia) que hace las cuentas con 3 cifras significativas. Mos-
tramos como se halla el resultado, paso a paso:

£(0,25) = /0252 +1—1
= /0,0625 +1—1
= /1,06 — 1
=1,03—1

= (2.2)

Sin embargo, el resultado “correcto” (considerando 3 cifras significativas) deberia ser 0,0308, teniendo en
cuenta que el resultado exacto es 0,030776.

Si en lugar de trabajar con la expresion anterior la transformamos en su equivalente

2

X
10 = Ao

obtenemos
0,252

V140,252 +1
0,0625
v1+40,0625 + 1
~0,0625
1,03+ 1

~0,0625
2,03

- [0055 @

£(0,25) =

que estd mas cerca del resultado exacto.
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Conclusién: cuando se utiliza aritmética de precision finita el resultado dependera de cémo se realicen
las cuentas, atin cuando se traten de expresiones equivalentes.

* ok ok

Otro tipo de errores son los llamados errores de aproximacién, que surgen cuando un determinado
método produce una solucién a un problema que no es la exacta. Uno de esos errores es el llamado error
de truncamiento que aparece, por ejemplo, cuando se aproxima una serie infinita por una suma finita
de términos.

En otras ocasiones, un problema es aproximado por uno similar llevando a cabo una “discretizacién”, por
ejemplo

[@ds = 3 s, (2.5)
i
d ;) — f(xi—
daf N f(@i) — f@iz1) (2.6)
dz Ax
En estos casos el error de aproximacién se conoce como error de discretizacion. De este tipo de errores
nos vamos a encargar cuando veamos los distintos métodos para aproximar soluciones.

Comenzamos ahora con el estudio del efecto del redondeo en los célculos, para lo cual necesitamos
introducir algunas ideas.

2.1. Representacion de niimeros: la notacién posicional

Revisemos primero la notacion posicional estdndar, en la cual el significado de cada digito depende de su
posicién relativa con respecto a los demas.

punto decimal
32714
T O
100s 105 1s Y,
10x mds pequefio

Sea B cualquier entero positivo mayor que la unidad y sea d;, ¢ € Z, cualquiera de los niimeros enteros
entre 0 y B — 1. Podemos representar entonces a cualquier real positivo como

dpdp_y..didy.dyd_y..d_j..=> d;B'+> d_;B. (2.7)
i=0 j=1

El niimero B se llama BASE de la representacién. Nosotros estamos acostumbrados a trabajar con base
B = 10 pero las computadoras lo hacen generalmente con base B = 2.

Zero Paint 0
| enary . )
Mumber Cecimal Point

D i

1234.567
1x2*= 0.0625 | L 7+ 0001

-

1x2%= 0125 6x 0.01
5x 0.1
0x2%=0 4% 1
_ Ix 10
—— 1x2° =05 - 2x 100

0.68751p = 121000



2.2. CONVERSION ENTRE BASES )

Si consideramos B = 10, sabemos que
34729 =3 x 10°+4x 10" +7x 10°+2 x 1071 +9 x 1072 (2.8)

En cuanto al nimero infinito de cifras en la representacion, esta claro que hay casos, como éste, en donde
sélo algunos de los coeficientes son distintos de cero.

Puede ocurrir que un numero tenga una cantidad finita de cifras en una representacién mientras que en
otra requiera de infinitos digitos. Por ejemplo,

1
B=1 —=0,1 2.
0 =0 (29)
1
B=2 0~ 0,0001100110011... (2.10)

por lo que 1/10 no tiene representacién exacta en una computadora(!).

Esta es una clara fuente de error al realizar operaciones con las computadoras, ya que uno le suele
suministrar los datos en representacion decimal y la computadora los debe convertir a representacién
binaria antes de comenzar a trabajar con ellos.

Por todo esto, conviene revisar cémo se realiza la conversion entre bases antes de seguir avanzando.

2.2. Conversion entre bases

Notacién:

Si z € R, llamaremos ¢p(x) a su representacién en la base B 'y ¢p(z) a la correspondiente a la base D.
(Nota: usaremos notacién decimal para describir a z, B y D.)

Normalmente el procedimiento de conversién se desdobla, tratdndose las partes entera y fraccionaria por
separado
z=N.F (2.11)

Consideremos la conversién de la parte entera (N) desde la base D a la base B. Un niimero entero puede
representarse en ambas bases de dos formas equivalentes:

N = Z a; D
1=0

=0

Suponemos los a; conocidos, mientras que los c¢; son las incégnitas. Dividimos N por la base a la que
deseamos convertir:

N S i1 Co
5= ;chﬂ +3 (2.13)

(S
=N;

En esta expresion, la sumatoria contiene la parte entera del cociente (/N7), mientras que cy/B constituye
la parte fraccionaria, en la cual ¢g es el resto.

Repetimos el proceso, ahora para Ny

Ny g i1 C1
iz
—_—
=Ny

y asi se van obteniendo cg, ¢1,..., Cs-
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\ls

[ ]
R/ 100100110100
L

Figura 2.1: Conversién de la parte entera (de decimal a binario)

Para convertir la parte fraccionaria (F') de la base D a la base B escribimos primero su representacién
en ambas bases

F= i fiD™"
i=1

_ ig—jB_j (2.15)

donde consideramos a los f_; como dato y nos interesa hallar los g_;, que son las incégnitas.

Multiplicando F' por B

[ee]
BF =g 1+)» g ;B (2.16)

Jj=2

=

nos queda g_; como la parte entera y el resto la parte fraccionaria (F;). Podemos repetir el proceso,
ahora para Fj

BFy=g_a+Y g;B7" (2.17)

Jj=3

=F

donde g_» es la parte entera y lo demés, la parte fraccionaria. Repitiendo el proceso obtenemos los demads
coeficientes.

0640625 x2= 1,28125 7 - g, =1
028125x2= 05625 / -g.=0
0,5625x 2 = 1,125 >ga=1
0125x2= 0,25 >ga=0
025x2= 05 5g5=0
05x2= 1 5gs=1

Figura 2.2: Conversién de la parte fraccionaria (de decimal a binario)

(En clase practicaremos el procedimiento convirtiendo dos nimeros, ¢19(75,8) v ¢10(0,1), a base 2.)
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Cuando convertimos desde un sistema con base D # 10 a la decimal conviene, en vez de utilizar este al-
goritmo, usar directamente la notacién posicional. Por ejemplo, si desedramos convertir ¢o(z) = 1110,101
a decimal ¢1o(x), harfamos directamente lo siguiente:

bro(x) =1x22+1x224+1x2" +0x2° +1x27 P +0x272+1x 273

—8+4+2+1+1
B 2 8

= 14,625 (2.18)

2.3. Representacion de niimeros enteros en una computadora
binaria

Aunque en general puede elegirse una base B cualquiera, vamos a trabajara con B = 2 que es la que usan
las computadoras. Consideremos que disponemos de k digitos con los que deseamos representar niimeros
(enteros) positivos y negativos utilizando las 2* posibilidades que tenemos. Existen 4 métodos distintos
para hacerlo, pero nosotros sélo vamos a ver dos.

2.3.1. Signo y magnitud

Representacion de Signo y Modulo

n bits

Signo Magnitud (n-1 bits)
n-1 n-2 0

En este método se toman los k£ — 1 digitos menos significativos para guardar el valor absoluto del nimero
en cuestién y el bit méds significativo se preserva para el signo (0: signo +; 1: signo —).
Ejemplo (k = 3): en este caso tenemos 2 lugares para el valor absoluto.

000 (0) 100 (—0)
001 (1) 101 (-1)
010 (2) 110 (-2)
011 (3) 111 (-3)

Es decir, podemos representar 7 enteros distintos, desde -3 hasta 3, aunque hay dos formas de representar
el cero. Esto puede considerarse una desventaja del método.

2.3.2. Representacién en exceso N (o sesgada)

En esta representacion se utiliza un niimero N preestablecido como sesgo. Luego, un valor es representado
por el nimero sin signo que es mayor por N que el valor a obtener.

Por ejemplo, si N = 3, la representacion binaria del cero corresponde a —3, de 1 a —2 y asi siguiendo:

0 000 (—3)
1 001 (-2
2 010 (—1)
3 011 (0)

Esta representacion de enteros se utiliza para codificar el exponente de nimeros de punto flotante.
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2.4. Representacién de punto flotante (ntimeros reales)
Las cantidades fraccionarias se representan en la computadora en la forma de punto flotante. Como se

dijo anteriormente, las computadoras usan alguna forma de representacién binaria para estos nimeros;
nosotros vamos a trabajar alternativamente con la base 10 por una cuestién de simplicidad.

Un nimero N en representacién de punto flotante se escribe como
N = 4a x 10° (2.19)

donde a es el significando, b el exponente (b € Z) y 10 la base.

Consideremos el niimero 156,78. En notacién de punto flotante este niimero se representa como
0,15678 x 10° (2.20)
aunque, evidentemente, podria haberse escrito también como
0,0015678 x 10°. (2.21)

Sin embargo, esta ultima eleccién queda descartada porque los ceros de mas ocupan lugares intdtilmente.
Asi, se conviene utilizar una representacién normalizada, para la cual se verifica que

1
— < . .
G a<l (2.22)

La estructura de un nimero de punto flotante en una computadora es la siguiente:

Signo Exponente Mantisa

23 bits J

(A) Precision Simple 32 bits

Signo Exponente Mantisa

52 bits J

(B) Doble Precision 64 bits

Figura 2.3: Representaciéon de acuerdo con la norma IEEE 754
Donde uno establece de antemano el campo total (cantidad de bytes) que va a destinarse para cada
ntmero real.

Para fijar ideas, supongamos que se destinan 7 bits por cada niimero real: 1 bit para el signo, 3 bits para
el exponente y 3 bits para el significando.

sgn el e2

Para facilitar la descripcién supondremos que el exponente se representa mediante el método de signo y
magnitud. Por lo tanto, con 3 bits para el exponente podremos representar 23 — 1 (= 7) ntimeros enteros
(desde -3 hasta 3). Ademas, s6lo trataremos los nimeros positivos (los negativos se obtienen de forma
andloga).

Analicemos cudl es el niimero méas pequeno que podemos representar. Dicho nimero correspondera al de
exponente mds pequeno (—3) y menor significando, compatible con la normalizacién (100). Por lo tanto,
en notacién binaria, tendremos que el niimero mds pequeno representable (en médulo) serd
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mantisa

Los siguientes valores seran

0111101 — 0,078125
0111110 —  0,093750

0111111 —

0,109375

(2.23)
(2.24)
(2.25)

La diferencia entre ntiimeros consecutivos es de 0,015625, que es lo que aporta un cambio de una unidad
en el bit menos significativo, cuando el exponente es el menor posible (1 x 273 x 273 = 276 = 0,015625).

Para seguir generando los demads valores representables, hay que incrementar en uno el exponente. Asi,

los niimeros que contintian son

0110100 —
0110101 —
0110110 —
0110111 —

0,125000
0,156250
0,187500
0,218750

Ahora la diferencia entre niimeros estard dada por el cambio del bit menos significativo cuando el ex-
ponente es (—2), es decir, 1 x 273 x 272 = 275 = (,03125. Como se ve, ahora el salto entre nimeros

consecutivos aumenta al doble.

Este patréon se repite hasta alcanzar el exponente maximo. Para él, los niimeros consecutivos serdn

0011100

0011101
0011110
0011111

_>

1

4

(2.30)

(2.31)
(2.32)
(2.33)

2.4.1. Caracteristicas generales de la representacion de punto flotante

= El conjunto de ntimeros representable es finito.

= El cero no estd incluido, si nos atenemos a la normalizacién.

= El intervalo del eje real que se representa es acotado.

= La separacién entre niimeros aumenta al aumentar su valor absoluto. Esta caracteristica es la que
permite que la representacién de punto flotante conserve los digitos significativos. Esquemaéticamen-

te, el muestreo de la recta real sera:

0000100 0010100 0011100

l l

l

|
|
0 1

0001100

|
|
4
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= Si, como resultado de un cédlculo, obtenemos un valor por encima del maximo representable —
overflow. (El maximo valor representable con reales de 4 bytes es de ~ 3,4 x 10%®; con reales de 8
bytes ~ 1,8 x 103%8.) Si obtenemos un valor por debajo del minimo representable (en médulo) —

underflow. Graficamente, para la representacién de 32 bits tenemos:

Negative Positive
Underflow Underflow
Negative Expressible Negative
Overflow Numbers

Expressible Positive Positive
Numbers Overflow

< V A | V A o Number

(- 2'1‘) L« 2128 _08, 27T 0.5 x 27177 “72-14) x 2128 " Line

» En la figura 2.3 se muestra la distribucién de bits en reales de 32 y 64 bits (4 y 8 bytes, respecti-
vamente), segiin la norma IEEE 754. Al duplicar la cantidad de bits quien se lleva la mayor parte

es el significando. (§por qué?)

Como hemos visto, no todos los niimeros reales tienen una representacién exacta dentro de este esquema.
Esto provoca que, en general, debamos trabajar con valores aproximados cuando realizamos calculos con
una computadora. Para decidir qué valor aproximado elegir, el esquema que se suele utilizar (aunque no
siempre) es el de redondeo. A continuacién estudiaremos el error de redondeo en la aritmética de punto

flotante.

2.4.2. Errores de redondeo y aritmética de punto flotante

Sea z € R, z ¢ A (A: conjunto de ntimeros representables en punto flotante en una compu-
tadora). Sea RD(z) el niimero al cual se aproxima = y que estd en A. Lo que, en general, se
le pide a RD(z) es que verifique

| — RD(z)| < |z —y| Yy € A, (2.34)
es decir, el valor de RD(x) es, de todos los nimeros de A, el mas préximo.
En general, para obtener RD(z) de un nimero real cualquiera
r=+ax10", con a=0.0102...00541... (0<a; <9,0q4 #0) (2.35)
en una computadora (decimal) de ¢ digitos hacemos
RD(z) = +a’ x 10°
donde
0.a1s...ap si 0< a1 <O
O.vjag..ap +1 si 5< a1 <9

Esquematicamente,

0,34..56

(0,34..561

t-ésimo  (t+1)-€simo. 0,34..562

\ ./ 0,34..563

0,34..567 —===> 0,34..57 0,34...564

)
k | 0,34...565

{ 0,34..566

) 0,34..567
= -(t+
error absoluto =3« 10 0,34..568

0,34..569

0,34..57

Figura 2.4: Redondeo y error absoluto asociado.

Wid

(2.36)

(2.37)
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;,Qué nimero producird el mayor error de redondeo en el esquema anterior? ;De cuanto seria?

MALA SUERTE. ;jPodria ocurrir que el nimero redondeado no perteneciera a A7 Técnicamente, si.
Por ejemplo, si tuviéramos que representar el niimero z = 0,99997 x 10° en una computadora con 2
digitos para el exponente y el valor redondeado fuera RD(z)= 0,10 x 101%9, éste no serfa representable
y se daria una condicién de overflow.

Si bien estos casos existen, se presentan esporddicamente, por lo que vamos a suponer que RD(x)
siempre pertenece a A.

Epsilon de la maquina

Resulta importante conocer una cota del error relativo que contiene RD(z). Para ello, si tenemos presente
que |a| > 107!, podemos hacer la siguiente estimacién

|t —RD(z)| _ |a—d'| x W0F _5x 10-(+D

|z | x Wo?  — 1077

Esta cantidad se denomina el epsilon de la mdquina (eps) y caracteriza el error relativo que se comete
con el redondeo. Asi, se cumple que

le| = =5x107" = eps (2.38)

RD(z) = z(1 +¢), le] < eps (2.39)

Una consecuencia de su definicién es que el epsilon de la méquina es el nimero mas pequeno que, sumado
a uno, da un ndimero mayor que uno.

* ok x

Un problema importante que viene de la mano de la representacién de punto flotante es que, atin cuando
operemos con ndmeros z, y € A, el resultado de las operaciones aritméticas (*,/,+,-), en general, no
pertenecerd a A. Para explicitar este hecho, denotaremos las operaciones aritméticas realizadas con error
de redondeo con simbolos especiales. Asi, tendremos que

donde hemos reservado la simbologia habitual para referirnos a la operacion “exacta”, esto es, sin error
de redondeo. De acuerdo con lo visto més arriba, podemos escribir estas expresiones como

z@y=(z+y)(l+e1),
z0y=(z/y)(1+e2),

r®y=(x+y)(l+es),
roy=(x—y)(1+ea),

donde |g;| < eps, i = 1,2,3,4. Las operaciones de punto flotante no satisfacen propiedades bésicas a las
que estamos muy acostumbrados. Asi, ahora resulta que

T®(Y®z) # (zQyY)®z,
@ (Yd2) # (zDy) ® 2,
TRYD2)#rRQYPr 2.
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2.4.3. Ejemplos de operaciones en aritmética de punto flotante

Consideremos una computadora con un significando de 4 digitos y un exponente de un digito en base 10.

Para sumar y restar debemos tener en cuenta que, si los exponentes de los niimeros difieren, el de menor
exponente serd modificado hasta coincidir con el del mayor (ajustando el significando consecuentemente):

0,1557 x 10!

1 )

N 8&22; » 18_1 = + 0,0044 x 10! (2.40)
’ 0,1601 x 107

El valor exacto es 0,160081 x 10'. Esta forma de realizar la suma puede provocar lo siguiente:

0,4000 x 10°*

4 )

N 8’1‘888 » 18_3 - + 0,000 x 10* (2.41)
’ 0,4000 x 107

que implica que, si dos nimeros difieren en varios érdenes de magnitud, el niimero menor no aporte a la
suma.

Veamos un ejemplo de sustracciéon entre nimeros de igual exponente

0,3641 x 102
— 0,2686 x 102 - 09557 x 10" (2.42)
0,0955 x 102

;qué valor se espera que tenga el digito recuadrado?

De especial interés es el caso en el que la resta se da entre niimeros muy parecidos

0,7642 x 10°
— 10,7641 x 10° - 0,12]7]7] x 102 (2.43)
0,0001 x 10°

El problema en este caso es que se pierden los digitos maés significativos, con lo cual pasan a serlo
numeros que (pueden) provenir de célculos previos, con errores de redondeo. A este fenémenos se denomina
“cancelacién”, y es una de las fuentes mas peligrosas de errores numéricos.

En cuanto al producto, como la multiplicacién de dos significandos de n digitos da por resultado uno de
2n (digitos), muchas computadoras ofrecen la posibilidad de guardar resultados intermedios con mayor
precisiéon para luego redondear.

0,1363 x 103
X 0,6423 x 107! — 0,8755 x 10* (2.44)
0,08754549 x 102

La multiplicacién no suele generar problemas, siempre que no nos salgamos del rango representable (casos
de underflow y overflow).

2.5. Breve introduccion a la teoria de errores

2.5.1. Definiciones preliminares

Dado un ndmero x, que supondremos exacto (aunque desconocido), y otro nimero Z, que serd una
aproximacién a x, llamaremos error absoluto de T a

(25)

Por su parte, el error relativo de T estard dado por

r—x

£ = (2.46)

X
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Por completitud, definimos también el error relativo porcentual:

§=100-e. (2.47)

Como, en general, no se conoce x, no se pueden calcular A y ¢ en forma exacta y nos tenemos que
contentar con establecer cotas para los errores.

Def. Llamamos cota superior del error absoluto A de Z a todo ntimero real positivo A* que verifique

|A| < A" (2.48)

De aqui resulta que 7 — A* < 2 < 7T + A*, lo que suele denotarse como

v =7+ A (2.49)

Def. Llamamos cota superior del error relativo € de T a todo niimero real positivo £* tal que

le] <e™. (2.50)

2.5.2. Relacion entre el error relativo y el niimero de cifras significativas de
un numero aproximado

Decimos que el nimero z aproxima a x con k cifras significativas si
le] <5 x107F, (2.51)

donde k es el mayor entero positivo para el que se verifica esta desigualdad.

Ejemplo. Supongamos que hemos obtenido como resultado de una cuenta
0,127439855 x 10° (2.52)
con |e] < 10~*, entonces, el nimero de cifras confiables, de acuerdo a la expresién anterior, ser:
1074 < 5 x 10~ =D, (2.53)

Por lo tanto, del niimero original serdan ttiles sélo las primeras 4 cifras

0,1274‘39855>< 10° (2.54)

2.6. Propagacién de errores (sin incluir redondeo)

Consideremos los datos de entrada = que produciran a través de la aplicacién de una funcién ¢ resultados
1y, es decir,

y = o(x). (2.55)

Para darle generalidad al problema, supondremos que
x = (1,22, ..., Tn)

Yy = (yla Y2, 7ym)



CAPITULO 2. ANALISIS NUMERICO

14
p:DeR* - R™ (2.56)
es decir, que ¢ es una funcién vectorial de m componentes, donde
Yi = pi(x1, T2, .oy Ty), i=1,2,...,m. (2.57)

La idea es estudiar cémo se propagan los errores presentes en los datos de entrada. Por el
momento supondremos que no existen los errores de redondeo, es decir, que nuestra computadora tiene
precision infinita. También supondremos que las funciones ; tienen derivadas primeras continuas en
D y, de acuerdo con las definiciones previas, denotaremos

A$Z‘ = T; — Ty, 1= 1,2,...,n (258)

a los errores absolutos de las componentes del vector de datos de entrada, que podemos juntar en un

vector de errores absolutos
Az =7 —zx. (2.59)
En forma similar, los errores relativos seran
T — .
€g; = , si x; #0. (2.60)
T
Si los datos de entrada contienen errores, en lugar de suministrarle a ¢ valores exactos x ingresaremos
otros que son aproximados T y, consecuentemente, la salida reflejara esta diferencia
y =) (2.61)

Figura 2.5: Impacto de los errores en x en el célculo de y.

Notar que la funcién no cambia, lo que cambia es el resultado por haber modificado los valores de entrada.

Si desarrollamos en serie de Taylor alrededor de los valores verdaderos (desconocidos) y despreciamos

términos de orden superior tendremos

Ayi =i — yi = i(@) — i) ~ o) + Y (T — ffj)ag;(j) — AT,

es decir,
Ayimza@i(?)Ax- i=1,2,..

Esta expresion puede escribirse de manera méas compacta como

Ay =~ Jp(z) Az

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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donde la matriz

91 9o s
Ox1 Oxs = Oxn,
Jo(x) =1 : (2.65)
Ox1 Oxa ~~ Oxn,
se denomina la matriz jacobiana.
Notar que la cantidad
dpi()
2.66
5'xj ( )

representa la sensibilidad con que el resultado y; reacciona a la perturbaciéon Az; de z;. Si y; # 0, para
i=1,2,..,myxz; # 0 para j = 1,2,...,n, puede verse que una férmula similar vale para los errores
relativos

S Lj 6901'(93)
Eu, R E S 2.67
i — 4,01(:10) 8xj ’ ( )

donde hemos recuadrado el factor que indica cudn fuertemente afecta el error relativo en x; al error
relativo del resultado ;.

La diferencia con la férmula anterior es que estos factores de amplificacion no dependen de las escalas
de z; e y;. Los factores de amplificacién se llaman ntimeros de condicién. En general, nimeros de
condicién con valor absoluto grande (>> 1) implican problemas mal condicionados'.

Ejemplo. Vamos a estudiar el condicionamiento de

y=9¢pq) =-r+Vp?+q (2.68)

El error relativo e, serd

p  0v(p,q) q  Op(p,q)
Ey = e, + Eg- 2.69
Y elpa) Op P elpg) 9g 7 (2.69)
Calculamos las derivadas parciales

dp p (=)
14 — , 2.70
dp Vrta pPta (270)
9 1 (2.71)

9q  2\/p2 +q

Resulta 1til reescribir ¢ de la siguiente manera

\/p +q) q
o(p, —-p+Vp?+yg ) S e (2.72)

lo cual serd vélido siempre que p? > g.
Reemplazando en la expresién del error

1

p (=) q
yR S =%t o 5——=¢
RA/P?+q Y 2/p?+q

P €p+ g 1 Eq
VPE+a T /(o VPP + ) 2Vt

_ P p+\/D?+q

e e €p + = €q (2.73)
VPEtq 2vp°+q

1Hablamos de un problema mal condicionado cuando pequefias perturbaciones en los datos de entrada generan resultados

muy distintos entre si. El buen o mal condicionamiento de un problema no depende del algoritmo utilizado para resolverlo
sino del problema en si.
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Sig>0
_r
VP2 +gq

es decir, en este caso @ estd bien condicionada.

p+Vp2+q

2y/p? +q

<1

— )

<1, (2.74)

Si, en cambio, ¢ ~ —p?, muy probablemente la funcién estard mal condicionada.

2.6.1. Acotando el error

Si sélo se conocen cotas de los errores absolutos o relativos de las variables x;, es posible encontrar cotas
para los respectivos errores en las variables y;; por ejemplo, para el caso de los errores relativos tenemos

. (i=1,2,...m) (2.75)

|€yi | T

—~ 1z Opi(x) - ‘ zj Opi(z)
= Eri| <
|§_: w05 | = 2ot os,

Utilizando la definicién de cota superior del error relativo (que vimos antes) podemos escribir

n

z; Opi(r)
wi(x) 8953‘

e (i=1,2,..,m) (2.76)

xj )

que serd una cota superior al error relativo en ¢,,.

Podemos proceder de forma analoga para los errores absolutos, y obtendremos

Oypi(x)

al'j

n

Ay, = Z

j=1

A*

xj, (t=1,2,...,m) (2.77)

2.6.2. Ejemplo de propagaciéon de errores para casos elementales

Sean z,y # 0. Calculemos cuél es la propagacién del error para cuatro casos elementales.

Producto

z Op y 0p
plz,y)=zy = swz;%sﬁ;a—ysy: (2.78)

Division

el y)=z/y = e~ iy ) g Tl (2.79)

Suma y resta

x y x
=z =+ = = Ve, + — (%1 = = 2.80
o=ty = com et @l)e = et g | (280
(vale si x £y # 0).
Radicacién
@) =vE = e~ o | (2.81)
= T 2y T 2 '

El anélisis de estos resultados, y sus consecuencias, seran hechos en clase.
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2.7. Propagacién de errores (incluyendo redondeo)

Consideremos ahora el caso méas general, en el que incluimos los errores de redondeo que se producen
cuando operamos con precision finita.

Un algoritmo para calcular la funcién ¢ : D — R™, D C R”, para algin « = (z1,22,...,2,) € D puede
pensarse como una concatenacién de funciones o transformaciones en las que ¢ puede ser descompuesta

=0 0op Vo . 0p®), (2.82)
que nos lleva desde z(9) = z, a través de una cadena de resultados intermedios,
2 =20 5 O (@) =z 5 oM () = g+ =y (2.83)

al resultado y. Las funciones ¢ se llaman transformaciones elementales.

Definimos ahora la “transformacién restante” como

PO =Moo  op®:. D, 5 R™  i=0,1,..,r (2.84)

De esta definicién, es claro que
O = . (2.85)

Sean ahora Jo® y Ji(®) | las matrices jacobianas de las funciones (9 y 49 respectivamente. Utilizando
la siguiente propiedad del jacobianos para la composicién de funciones (sin demostracién)

J(fog)(x)=Jf(g(x))- Jg(x). (2.86)
tenemos entonces que
Jo(x) = JoM (M) - Jpr=D(zr=1) g (2(0) (2.87)
Y L L
JpD (@) = Jo™ (). Jpr=D (2r=D) | Jp® (™). (i=0,1,...,7) (2.88)

Usando aritmética de punto flotante, a los errores de entrada se sumardn ahora los de redondeo, que
perturbaran tanto a los valores iniciales como a los resultados intermedios. Asi, tendremos que

#(+D) = FL (w (g@))) (2.89)

donde hemos usado “FL” para simbolizar el efecto de la aproximacién de punto flotante. Para analizar
el error absoluto de (") podemos escribir

Ax(iJrl) _ g(i+1) _ l,(iJrl)

= FL <¢(i)(g(i))> _ G+

— {FL (¢<i) (5@))) _ (p(i)(g(i))} n [(pm@(i)) PONON (2.90)

por redondeo por error en z(¥)

2.7.1. Aporte por el error en 2%

Utilizando la teorfa previa (propagacién de errores en los datos) podemos estimar el error que aporta la
inexactitud de z® como

o (g(i)) _ go(i)(:z:(i)) ~ Jsa(i)(w(i)) Az® | (2.91)
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2.7.2. Aporte por el error de redondeo

Identificando el error por representaciéon de punto flotante con el redondeo

FL (ga(i) (u)) = RD (<p<i> (u)) 7 (2.92)

y teniendo en cuenta que
@) () — (D Q) (4) 2.93
® (’LL) QD]_ (U)7 302 (’U,), ceey g0n1+1 (U) ) ( . )

donde ¢ : D; — D; 1, con Dy C R™i+1,

Para cada componente, tenemos entonces que
FL (¢ () = RD (&7 (w)) = (1 + ) ¢ (), (2.94)

con |g;] <epsy 1 < j <n;ii. Asi, podemos reescribir

FL (¢ (u)) = (I + Eiy1)e® (), (2.95)

donde
€1 . 0

0 €niy

Por lo tanto, los primeros dos términos del error absoluto podran escribirse como
FL (¢9@D)) = O @) = (K + Bin)pD @) -39 = Bnp @), (2.97)

que puede ser aproximado por , 4 ' ,
Ein1¢WEY) x Eipq o (2®), (2.98)

ya que los términos de error por los cuales difieren ¢(*) (%(i)) y (p(i)(a?(i)) son multiplicados por € en la
diagonal de F;;1, dando lugar a términos cuadraticos en el error, que despreciaremos. Asi, tendremos
que

FL ((p(i)(gc'(i))) —oD(FED) m By oD (@) = By 20D = (2.99)

Por lo tanto, describiremos con «;1 a la aproximacién de los errores intermedios de redondeo en el paso
1+ 1.

2.7.3. Uniendo todo

Uniendo estos resultados, podremos escribir el error absoluto en el paso ¢ + 1 como
Az ~ a0 + Jp® (29) Az, (2.100)

para i = 0,1,...,7 y Az(®) = Az. Para hallar el error absoluto total (al finalizar el célculo) necesitamos
ir calculando los errores previos hasta llegar al dltimo paso

Az =~ JpO (2)Az + ay (2.101)

Az® = JoW (M) AzM + ay

~ Jp® (z1) [Jgo(o) (x)Az + 041} + s (2.102)

Az® ~ Jo® (@)Az® 4 ag

~ Jo® (z?) [Jap(l)(w(l)) [Jgp(o)(a:)Ax + al} + ag} +as (2.103)
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Az x Jo) (2N Az + oy

~ Jo Jor D JeO Az + T TeMWay + - 4 gy (2.104)

Recordando que

Ay = Az(rHY) (2.105)

y usando las funciones “transformacién restante” (que definimos antes) podemos escribir

y, finalmente,

Ay =~ Jp(z)Az 4+ JYD (D)o + -+ T (e, + appy (2.106)
Ay~ Jop(z)Ax+ Ery1 -y + Z Jp®) (zF)) a (2.107)
k=1

Observaciones

Notar que la magnitud de los elementos de las matrices jacobianas Ji*) (z(¥)) es la que determina
el efecto de los errores intermedios de redondeo «; en el resultado final.

Diferentes algoritmos para calcular el mismo resultado (en otras palabras, diferentes descomposi-
ciones de @) resultardn en diferentes jacobianos Ji*) (z(¥)) pero no modificaran Jo(x). En conse-
cuencia, la eleccién del algoritmo influird en el efecto total del redondeo. Siempre deberemos elegir
el algoritmo numéricamente mds confiable, es decir, el de menores errores de redondeo.

El aporte del error de redondeo introducido en el iltimo paso puede ser acotado
|Erg1 -yl < [yleps (2.108)

Asi, independientemente del algoritmo utilizado para calcular y = (x), siempre existird un error
de al menos |y| eps en el resultado.

Por otra parte, el redondeo producido sobre los datos de entrada x causard un error de entrada que
podemos acotar
IAQ@z| < |z]eps (2.109)

De las dos observaciones previas se desprende que TODO algoritmo para computar y = ¢(x) tendra
este error incorporado, que podemos escribir asi

A y| = (| ()] - |2] + |yl) eps. (2.110)

Este error recibe el nombre de error inherente. (0JO, en la dltima expresién las barras de médulo
deben interpretarse componente a componente.)

Llamaremos a los errores intermedios de redondeo «; como inofensivos si su contribucién al error
total Ay es, como maximo, del orden de magnitud del error inherente, es decir, si se cumple que

[T @ (D) o] & |AOy). (2.111)

Si todos los errores de redondeo son inofensivos, el algoritmo es bien comportado o numérica-
mente estable.

De acuerdo con las definiciones previas, un algoritmo puede ser numéricamente mas confiable que
otro, pero ninguno de los dos ser numéricamente estable. Naturalmente, si ambos son estables,
siempre deberemos utilizar aquél que sea numéricamente mas confiable.

2.7.4. Ejemplo
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Dados p > 0, ¢ > 0 y p > ¢, determinese la raiz

y=¢,q) =-p+VpP*+a (2.112)

con el menor valor absoluto de la ecuacién cuadratica

v+ 2y —q=0 (2.113)

Antes, cuando estudiamos la propagacién de errores sin tener en cuenta el redondeo, vimos que el error
relativo del resultado quedaba determinado por la siguiente expresion

—p p+pE+q
£y R § ep+ = €q (2.114)
Vp?+aq 2¢/p*+¢q

Ahora, como p > 0y ¢ > 0 tenemos que

P+ p?+4q

<1 (2.115)
2v/p? +q

<1, y

VP?+q

Por lo tanto, estamos tratando un problema bien comportado. El error inherente sera

|—p

dy dp
0) — - - 2.11
Ay (’é)p‘er 3¢ q+|y> eps (2.116)

que podemos facilmente transformar en un error inherente relativo

dol p | |0¢| q )
ey =\||5-|7+ |5 | +1)eps
ve (ap lyl | 9q] |yl

< (2.117)

Ahora que tenemos el error inherente, podremos determinar si los errores de redondeo del algoritmo que
utilicemos son inofensivos o no. Vamos a considerar dos algoritmos para el calculo de y = —p+ 1/p? + q.
Con cada algoritmos seguiremos el siguiente orden en las operaciones:

Algoritmo 1 Algoritmo 2
s = p? s = p?
t=s+gq t=s+gq
u=+/t u=+1t
y=-p+tu v=p+u
y=q/v

Los primeros tres pasos son iguales, por lo que vamos a concentrar nuestro andlisis a las operaciones
siguientes. En ambos casos, el calculo de u incluird error de redondeo que podemos escribir como

FL(u) = FL(Vt) = (1 — e)Vt, le| < eps (2.118)

por lo que
Au=evVt=e\/p?+q. (2.119)

Consideremos primero el Algoritmo 1. La funcién “transformacién restante” es, en este caso,
bw) = —p+u, (2.120)

Ahora podemos calcular la propagacién del error de redondeo y su impacto en el resultado final haciendo

9] A 2 1
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Recordando que p,q > 0, tenemos que
2 2
k> >0 (2.122)
q

y como estamos trabajando en el caso p > ¢, este nimero serd grande. En consecuencia, se ve que el

algoritmo 1 es numéricamente inestable ya que la propagacién de un error de redondeo intermedio resulta
muy superior al error inherente.

Consideremos ahora el Algoritmo 2. En este caso, la funcién transformacién restante sera

q

= , 2.123
pt+u ( )

P(u)

por lo cual, el error Au se propagara ahora de la siguiente manera

O ek e VP

Evidentemente

k| < 1, (2.125)

y, por lo tanto, se ve que el algoritmo 2 es numéricamente estable.

En clase relacionaremos este problema con el de la cancelacién numérica.
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