Capitulo

Derivacion e integracion numérica

4.1. Foérmulas para aproximar a la derivada primera

Consideremos n + 1 puntos distintos {xg, 1, ..., 2, } pertenecientes a un intervalo I y sea ademds f €
C™*1I]. De acuerdo a lo que vimos con los polinomios de interpolacién de Lagrange, podemos escribir

FrDIC()]

flx) :Zf(wk)Lk(x)+ (x —z0)(z — x1)...(T — Tp), el (4.1)

n

= (n+1)!

Derivando f(x) con respecto a x

n (n+1) €

f(x) = kZ_Of(xk)Lﬁc(x) + % (x —x0)(x — x1)...(x — mp) W—i—

+ 1 xO)(gzn_f 11))'!"(56 = %f (D¢ (). (4.2)
Siz=xzj,conj=0,1,...,n

’ _ - I f(nJrl)K(‘rj)] & o

[(z;) = kzof(fﬂk)Lk(%) + N E kl;[g (zj — o). (4.3)
k#j

Esta expresién se denomina “férmula de n + 1 puntos para aproximar f'(z;)”.

* % %

La férmula més basica que podemos generar resulta de considerar tan sélo dos puntos (n = 1):

f(x0) = f(x0)Lo(x0) + f(1) L] (0), (4.4)
donde 1
Lo(z) = — Li(x) = , (4.5)
To — T1 Lo — T1
Li@) = 225 o [a) = —— (4.6)
r1 — X9 1 — To

Reemplazando en la expresién de més arriba

vy f(o) flx) | f(z1) = f(z0)
f(xO)NQCO*%l—*—SCl*xQ ol e (4.7)
El error de truncamiento es .
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A partir de acd vamos a llamar h a la distancia entre puntos contiguos. Asi, tenemos que x1 = xo+ h y
podemos escribir las expresiones para dos puntos como

f(ao +h) = f(xo) g 10O, (4.9)

f/(CCo) = L ) 2

Si h > 0 se llama “diferencia hacia adelante” (forward difference), mientras que si h < 0 “diferencia hacia
atras” (backward difference).
Ejemplo

Vamos a calcular con la férmula anterior el valor de la derivada de f(z) = In(x) en zo = 1,8. El valor
exacto es f'(zg) =0, 5.

h=01 f'(z0)~ 0,5407 (4.10)
h=0,01 f'(z0)~ 0,5540 (4.11)
h=0001 f'(z0)~ 0,5554 (4.12)

La aproximacién resulta mejor a medida que achicamos el paso (el error es de O(h)).

Observaciones

e Las férmulas mas utilizadas para aproximar la derivada primera de una funcién son las que realizan
evaluaciones de la funcién f(x) en tres o cinco puntos.

e En condiciones normales la utilizacién de un polinomio de Lagrange de mayor grado nos permite obtener
el resultado con menor error (esto no siempre se cumple). El precio que hay que pagar es, por un lado,
un mayor numero de evaluaciones de la funcién y, por el otro, un crecimiento del error de redondeo.

e La experiencia indica que los casos mencionados (calculo con tres o cinco puntos) dan un buen balance
entre el esfuerzo adicional que hay que hacer y la disminucién del error que se produce.

* ok ok

Si en la férmula general de aproximacién de f’(x;) consideramos los puntos xg, x1 y 2, con x1 = xo + h
vy T3 = xg + 2h y hacemos las cuentas, resulta:

2
Fao) = 3 (=3 Feo) + 20) = 3 7(2)) + 2 FDGo), (@
2
Fa) = 3 (350 + 37@)) - 19 (@), (v)
2
) = 1 (5 5(x0) —2f(@) + 2 f(e2)) + o FO (). (©

Vamos a reescribir las expresiones (b) y (¢). En (¢) vamos a rebautizar lo que llamédbamos z2 como xg.
Asi, lo que antes era x; ahora serd xo — h y xo pasard a ser xo — 2h. Por su parte, en (b) rebautizamos
a xp como xg y entonces el zo de antes serd xo — h ahora y xo pasard a ser xg + h. Resumiendo, las 3
expresiones anteriores pasaran a ser

2
F'wo) = 7 (—o fao) + 20w+ ) — L flao+20)) + 2 19o) ®
fa) =5 (~57t@0— )+ 5o+ 1)) - £ O@) ©
£ = 5 (5760~ 20) ~ 2 (o ~ h) + 3 7(a0) ) + 7O ()



4.2. APROXIMACION DE LA DERIVADA SEGUNDA 3

(4.13)

Noten que las expresiones (a) y (f) son en realidad la misma férmula si uno cambiara h por —h. Ambas
nos dan la derivada en un punto extremo de un intervalo, utilizando dos puntos que se encuentran a un
mismo lado. Por otro lado, la expresién (e) es distinta, ya que calcula la derivada en un punto utilizando
la informacién en dos puntos vecinos que estan uno a cada lado. En resumen, de las tres formulas que
obtuvimos sélo dos son en realidad distintas, las expresiones (a) y (e). A éstas se les llama férmulas de
tres puntos para aproximar la derivada primera de una funcion.

Es importante reconocer que el error cometido es menor en la expresién (e). Esto proviene del hecho de
usar informacién a ambos lados de xg, mientras que en las otras férmulas sélo lo hacemos de un solo lado.
De manera anéloga puede derivarse la férmula de 5 puntos para aproximar también la derivada primera,
ahora con un error proporcional a h*.

* ok x

4.2. Aproximacion de la derivada segunda

Es posible aproximar la derivada segunda, o de orden superior, usando polinomios de Taylor. Para ello,
primero desarrollaremos la funcién f(z) hasta orden 3 alrededor de zg y, luego, la evaluaremos en o + h
y en xg — h. Asi, obtenemos

f(xzo+h) = f(zo) + f'(xo)h + %f”(fﬂo)h2 + éfm(ﬂco)h3 + if(4)(€1)h4, ro <& <wo+h (4.14)

fzo —h) = f(xo) — f'(x0)h + %f”(xo)hz - %f’”(xo)h3 + 2—14f(4) (&)t xp—h<&<mg (4.15)

Sumando miembro a miembro

4
Flxo +h) + flwo = h) = 2f (z0) + " (wo)h? + ’;—4 [FD&) + FV ()], (4.16)
y despejando (o)
2
£(20) = o [Flao + ) 2 (o) + Flao — )] — o [FO(E) + 1OE)]. (4.17)
Si f®(x) es continua en (zo — h, zo + h), existe & tal que
FOE) = 1 [FO @) + /@), (4.18)
Por lo tanto, podemos calcular f”(z() con la siguiente expresién
1 h?
[ (o) = 2 [f(xo +h) = 2f(x0) + f(x0 — h)] — Ef(4) (). (4.19)

4.3. FErrores y derivacion numérica
Supongamos que estamos calculando f’(z¢) mediante una de las aproximaciones que usa 3 puntos:

F/(w0) = 5| Flzo + ) flao — )| ~ 25D (6a). (1.20)

Como la computadora introduce errores de redondeo, vamos a explicitarlos de la siguiente forma:

Fawo +h) = Jlao + 1) + s, (4.21)

f(xo - h) = f(IL‘O - h) +e_, (422)
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donde e y e_ son los errores de redondeo que aparecen al calcular f(zo+h)y f(xg—h), respectivamente.
Es importante reconocer que en este caso estamos hablando de errores absolutos. Introduciendo estas
expresiones en la féormula para calcular la derivada

_ _ _ 2
Pa) - LA IE 20 e e B poe), (1.23)

Esta expresién nos dice que el error (miembro derecho) tiene una contribucién por redondeo y otra por
truncamiento. Si suponemos que el error de redondeo estd acotado por e > 0y que { f® (§)| < M, tenemos
finalmente

f/(zo)_f(%‘*‘h)z—hf(ffo—h) <%+M6h2'

(4.24)

En consecuencia, si reducimos h disminuye el error de truncamiento pero aumenta el de redondeo. A
esto se denomina inestabilidad de la derivacién numérica y es una caracteristica de las técnicas de
aproximacién de derivadas. Disminuyendo mucho h se puede producir un aumento muy importante del
error de redondeo ya que éste va con €/h.

4.4. Extrapolacion de Richardson

La extrapolacién de Richardson combina férmulas de aproximacion de bajo orden para obtener aproxima-
ciones de mayor orden. Para poder utilizarla, es necesario que la técnica de aproximacién tenga un error
de forma predecible y que éste dependa de un pardmetro, por ejemplo, el tamano de la discretizacién (h).

Supongamos entonces que tenemos una férmula de aproximacién N(h) (por ejemplo, la férmula para la
derivada primera o segunda de una funcién en un punto) para aproximar un valor desconocido M y que
el error de truncamiento es

M — N(h) = K1h + Koh? + K3h® + ... (4.25)

donde K;, K,,... son constantes desconocidas, pero que no dependen de h. En esta expresién veo que mi
aproximacién es O(h), por lo tanto, para h pequefio podemos escribir

M — N(h) ~ K1h. (4.26)

Lo que quiero hacer es generar una nueva aproximacion N (h) a partir de N(h), tal que

N(h) = O(h?), (4.27)

o, si fuera posible, de mayor orden. Veamos cémo se puede lograr esto. Comencemos por escribir (4.25)
como

M = N(h) + K1h + Koh? + K3h® + ... (A)
Evaluemos ahora usando h/2:
K K K
M:N(h/2)+71h+72h2+?3h3+... (B)

Si hacemos 2(B)-(A) es posible eliminar el término en h y obtener

M = [2N(h/2) — N(h)] + K> (%2 - h2) + K3 (%3 — h3) + ...

= [2N(n/2) — N(h)] — %thQ — §K3h3 + . (4.28)

Por lo tanto, si llamamos al algoritmo inicial N como N7, podemos identificar como algoritmo “mejorado”
al siguiente

Ny (h) = 2N1(h/2) — Ni(h) =| Ni(h/2) + [Ni(h/2) — Ni(h)] | (4.29)
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que nos da una aproximacién O(h?) para M:

1 3

M = Ny(h) — 5K2h2 - ZK?,h?’ + ... (4.30)
* ok x
Ejemplo
Sea la funcién f(x) = e® cuya derivada en z = 0,5 es
F1(05) = e”|,_q.5 ~ 1,64872 (4.31)

Para realizar el calculo numérico vamos a usar el algoritmo

Ni(h) = W% (4.32)
Implementandolo para z = 0,5 y aplicando la extrapolacién de Richardson se obtiene:

N;(0,1) ~ 1,73398 (4.33)

N3(0,1) ~ 1,69063 (4.34)

X ok ok

Es posible continuar el proceso descripto més arriba. Para mayor claridad, repetimos acé la expresién
(4.30) y la rebautizamos:

1
M = Ny(h) — §K2h2 — %th?’ + ... (C)
Ahora tomemos h/2 en esta expresién para obtener
1 2 3 3
M = Ny(h/2) — §K2h — 3—2K3h + ... (D)

Finalmente, hagamos 4(D)-(C) con el objetivo de eliminar el término en h>

A4M — M = 4[N2(h/2) —%— S%Kgiﬁ + } - {NQ(h) —%— %thB + } (4.35)

con lo cual nos queda
3M = 4Ny(h/2) — No(h) + gthff + . (4.36)

que podemos escribir como

| Na(h/2) ~ Na(0)

M = Na(h/2) 3

1
+ §K3h3 + ... (4.37)

Asi, es posible identificar

Na(h/2) — Na(h)
3 )

como una férmula de O(h?). Noten cémo esta férmula no requiere del disefio de un nuevo algoritmo, tan

sélo se basa en la implementacién del algoritmo inicial combinando luego los resultados obtenidos para

diferentes pasos h.

Na(h) = Na(h/2) +

(4.38)

El proceso puede continuarse para obtener la siguiente expresion general:

Nj-1(h/2) — N;_1(h)
2711 -1 ’

Nj(h) = Nj—1(h/2) + (4.39)

que nos provee una aproximacién de orden O(h?). Esta expresién va a ser utilizada cuando integremos
numéricamente.
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4.5. Integracién numérica

La idea bésica es aproximar la integral definida

b
/ f(z)dz, (4.40)

mediante una suma

Z ai f(xi), (4.41)

donde los x; son puntos dentro del intervalo [a,b] o (a,b), y los pesos a; se obtienen como veremos a
continuacién. Esta manera de aproximar una integral se llama “cuadratura” y uno suele decir “integrando
por cuadraturas...” cuando utiliza estas técnicas para integrar.

Vamos a utilizar los polinomios de Lagrange que definimos para interpolacién:

(+1) (¢(2)) 1
f(z) = Po(z) + f(;flg,)) ]L[O(x — T). (4.42)

Integrando f(x) entre a y b obtenemos

/bf(:v)d:c—/bP (x)dx+1/bf(”+1>(g(x))f[(xx )da a<é&(x)<b (4.43)
a L (n+1)! Jo e '

k=0

Trabajemos con la primera integral:

b b
/QPn(x)dx:/a 2

De acd puede verse que la idea para aproximar la integral de una funciéon dada consiste en evaluar a la
funcién en un cierto nimero de puntos y luego sumar los productos de estas evaluaciones por las integrales
de los polinomios L (x). Estas dltimas integrales son las que nos brindan los pesos.

n

Flaw) Li(x)de = f(xx) / Ly (z)da . (4.44)
0

Veamos un caso particular. Sea el intervalo [a, b] y consideremos dos puntos g =a y 1 = b:

z1

b T1
/ F@)dz ~ f(xo) / Lo(2)dz + f(a1) / L (2)dz. (4.45)

0 Zo

Haciendo las cuentas podemos verificar que

T 1 _ 1
/ Lo(x)dx = / T g = —(x1 — @p), (4.46)
x To 2

o o — T1

T1 T o
/ Li(z)da = / TTT0 gy = %(ml — x0). (4.47)

o o L1 — %o
En consecuencia

~ @ 20) 1) 1 ()] (4.48)

., Qué pasa con el error?

1 2
E = / @(x — o) (x — x1)dz, o < &(x) < 1. (4.49)
xo
Como (x — o) (z — x1) no cambia de signo en el intervalo [zg, 21], podemos escribir la expresién anterior
de la siguiente manera

SV

1
E = T/ (x — z0)(z — 21)dx, o < &1 < 2. (4.50)
xo
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Calculando la integral y haciendo x1 — xg = h obtenemos para el error

_ &)
E = —Th?’. (4.51)

En resumen, cuando usamos dos puntos para aproximar la integral el algoritmo resultante es

b
[ o= it + fa)l, (4.5)
que contiene un error de
/@
E=-"0 h3. (4.53)

Esta férmula de aproximacién se denomina regla del trapecio ya que si f(z) > 0, se aproxima la
integral de f(z) por el drea del trapecio siguiente (realizaremos la figura en clase):

(*) Observen que esta integral es exacta si f(z) es de la forma ax + b, ya que el error va con f”(x).

X ok ok

Consideremos ahora otro caso, cuando tenemos 3 puntos. Grafico:

Aproximamos la integral ahora de la siguiente manera

- f(z)dz ~ Z f(zr)ar, (4.54)
Zo k=0
donde v N )
o X — X1 )X — X9 "
a0 = L e, (4.55)
_ * (z —wo)(z — 22) .
a; = /IO (1 = 20) (21 = xg)d , (4.56)
y

as = /I2 (z = wo)(x = 1) dx. (4.57)

o (22 —20)(T2 — 71)
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Resolviendo esta integrales y haciendo nuevamente x1 — xg = h y 2 — 1 = h resulta la expresién

[ f@de = L 10 +45G@) + flea)], (4.5%)

que se llama regla de Simpson. Puede probarse que

I s (g) (4.59)
90 ’ '

de modo que esta regla de cuadratura es exacta hasta polinomios de grado 3 (aunque estemos considerando
3 puntos, es decir, un polinomio interpolador de grado 2). Veremos luego por qué esto es asf.

Tanto la regla del trapecio como la féormula de Simpson son dos casos particulares de un conjunto de
métodos llamados féormulas de Newton-Cotes, que tienen validez cuando las abscisas estan equies-
paciadas. Existen dos tipos de estas féormulas, las ABIERTAS y CERRADAS. Se diferencian en que en
las cerradas los extremos del intervalo de integracién forman parte del conjunto de puntos a interpolar,
mientras que en el caso de las abiertas no lo hacen.

Veamos entonces la forma general de las férmulas cerradas de Newton-Cotes.

4.5.1. Férmulas de Newton-Cotes cerradas
De acuerdo con lo que vimos al principio
b b=z, n
/ f(x)dx Qz/ P, (z)dx = f(zr)ak, (4.60)
a a=xg k=0

donde "
ai = / Ly (x)dx. (4.61)

0

Sea x = xg + hk, con k =0,1,...,ny h = (b — a)/n. Hagamos el cambio de variable de z a s
r=a+hs = dxr=hds, (4.62)
de manera tal que
r=x9 = s=0,
rT=x, = S=n. (4.63)
Veamos cémo escribir

(x —z0)(x — x1)e(® — 2p—1) (T — Thot1) - (T — 24)

Li(x) = 4.64
k() (xx — z0)(zp — x1).o(Th — Tp—1) (T — Thog1)--- (T — ) ( )
en términos de la nueva variable. Los factores del numerador se transforman en
r—x9g=a+hs—a=hs
x—x1=a+hs—(a+h)=h(s—1)
x—xo=nh(s—2)
x—xp—1 =h(s—k+1)
T —app1 =h(s —k—1)
x—xp, = h(s —n), (4.65)

mientras que los del denominador
Ty —x9 =a+ hk —a=hk

Tp—Th—1=a+hk—[a+h(k—1)]=h
T — Ty = a+ hk — (a+ hn) = h(k —n). (4.66)
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Reemplazando en la expresién de ay

Y B "s(s—1)(s—=2)..(s—(k=1))(s—(k+1))...(s—n)
" / Li(wyde = h/o Rk =)k —2) (b~ (k— 1) — (k+ 1) (k)™ (4.67)

0

De modo que aqui se ve claramente que los pesos no dependen de la funcién que estamos integrando sino
sélo del ntimero de puntos de los que dispongo y de la abscisa que estoy considerando.

Podemos corroborar estas férmulas tomando 3 puntos:

P (s=1)(s—2) S_@
ao—h/o S = (4.68)

( 3
2 (s—0)(s—2) 4
ay = /0 mds:gh, (4.69)
B 2 (5 —0)( ), _h
az =h e )dS—g, (4.70)

con lo que obtenemos

/372 flx)dz=nh Ef(xo) + gf(xl) + %f(.’l?g) . (regla de Simpson) (4.71)

Es posible probar que el error se porta como:

hn+3f(n+2) ¢ n )
— (n+2)'()A s%(s —1)...(s —m)ds, (para n par) (4.72)
_»hn+2f(n+le) n .
= W/o s(s —1)...(s —n)ds. (para n impar) (4.73)

Entonces se ve aquf por qué la férmula de Simpson tiene error de orden O(h®): como n = 2, debemos
usar la férmula del error para n par, que se porta mejor que la de los impares. En general, conviene usar
férmulas de cuadraturas con un nimero impar de puntos y, en caso de agregar, hacerlo de a pares y no
de a uno.

4.5.2. Formulas de Newton-Cotes abiertas

Para el caso de las férmulas abiertas tenemos n + 1 puntos que estén dentro del intervalo [a, b]. Se suele
usar la siguiente notacion: a = x_1 y b = x,41, de modo que tenemos

b—a
h:m, ro=a+h, x1=a+2h,.. Tpn=a+m+1)h=>b-h. (4.74)

Con esta notacién, hacemos

b Tl n
[ t@do= [ pade~ Y anfan) (1.75)

-1 k=0

donde, como antes
Tn41
ag :/ Ly (z)dzx. (4.76)

T
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Ojo, notar que los coeficientes no son iguales que los de las férmulas cerradas.

Es posible probar que las formulas de error para este caso son muy parecidas a las cerradas, variando
sélo el coeficiente de las mismas.

Hay que tener en cuenta que sobre la base de un nimero fijo de subintervalos en los que se divide al
intervalo [a, b] las férmulas cerradas interpolan (n+1) puntos y las abiertas (n—1), por lo que la precisién
de la cerrada es mayor, al precio de dos evaluaciones mas de la funcion.

Ejemplos de férmulas abiertas

Caso n = 0 (un punto, g):

xq 3
/ f(x)dx = 2hf(zo) + %f”(f), 1 < &< mx, (4.77)

que se denomina la regla del punto medio.

Caso n =1 (dos puntos, xg y 1):

w2 3 3n3
[ o =Sl 1+ 20| e <e <o (4.78)

aqui se ve claro por qué no conviene agregar de a UN tnico punto. Notacién: f(zo) = fo, f(z1) = fi1.

Caso n = 2 (tres puntos, zg, 1 y T2):

14h°

?f(w)(f% r_1 <{< w3 (4.79)

/””3 f(z)dz = %h[Qfo — fi+2fo] +

aqui se ve claro por qué no conviene agregar de a UN 1nico punto.

4.6. Integracion numérica compuesta

;Qué sucede si el intervalo de integracion es grande? En este caso, debemos usar, si utilizamos las
férmulas de Newton-Cotes, polinomios interpoladores de grado alto, lo que necesariamente nos lleva a
resultados imprecisos, dada la naturaleza oscilatoria de los mismos (efecto Runge). Una alternativa es
utilizar repetidamente las formulas de orden bajo en el intervalo.

Ejemplo

4
/ 2?dr =21.6 (4.80)
—1

Usando la férmula del trapecio obtenemos

%h [f(z0) + f(x1)] = g (1) +4%] = =425, (4.81)

un resultado muy malo. Tomemos ahora la siguiente particién:

donde ahora h = [4 — (—1)]/2 = 2,5. Apliquemos la férmula del trapecio entre xg y x1 primero, y luego
entre x1 y x2. Esto claramente puede hacerse, ya que

/T:2 f(x)dz = /T:l f(z)dz + /g: f(z)dz
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N>

[F(zo) + fla)] + 5 [F@) + £(2)]

| >

[f (o) + 2f (z1) + f(22)]

= % [(=1)® +2 x 1,5 + 16)]

= 24,0625, (4.82)

un resultado mucho mejor que el anterior. Si en lugar de considerar 3 puntos consideraramos 4:

ahora h = [4 — (—1)]/3 = 5/3 y la solucién aproximada que obtendriamos serfa

| F@de = 3 1f0) + 26(e1) + 2f(22) + £ (w0)

5 8 98
= (-1 4+ 16+ - + —

6 (17 +16+ 9" 9
= 23,98 (4.83)

Para la extensién a cualquier nimero de puntos, damos el siguiente teorema.

Teorema. Sea f € C?[a,b], h=(b—a)/ny z; = a+ jh, con j = 0,1...,n. Entonces, existe p1 € (a,b)
tal que la regla del trapecio compuesta para n subintervalos es

b=z, n—1 —a
| rwin =3 [f(ﬂfo)-i-?Zf(l“k)*'f(xn) (! (4.8)
a==Zo k=1

Para el caso de la regla de Simpson compuesta, tenemos este otro teorema.

Teorema. Sea f € C*[a,b], n par, h = (b—a)/ny z; = a+ jh, con j = 0,1...,n. Entonces existe
u € (a,b) tal que la regla de Simpson compuesta para n subintervalos es

b=, L n/2—1 n/2 b—a
/a flayda = 3 | flao) +2 3 S 43 Srann) + )| = FgghtF O (489

=x9

Observen que en estos dos teoremas no hay mucho secreto, ya que lo tinico que hay que hacer es sumar
los aportes en los subintervalos de las férmulas de aproximacién en ellas; lo mismo para el error, en este
dltimo caso hay que encontrar una expresiéon compacta que sale usando teoremas del Anélisis I.

4.7. Estabilidad

Vimos que la derivacion numérica es inestable, en el sentido que si h — 0 el error de redondeo crece
indefinidamente. ;Pasa lo mismo con la integracién numérica?

Analicemos lo que pasa utilizando la regla de Simpson compuesta aplicada a una funcién f(x) en subin-
tervalos de [a,b]. Haciendo lo mismo que antes, vamos a escribir

f(xs) = f(5) + ey, i=0,1,2,...,n (4.86)
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donde f(xz;) es el resultado impreciso que nos da la computadora y e; el error de redondeo. Asi, el error
de redondeo que se acumula por todos los subintervalos sera

h n/2—1 n/2
e(h) = 3 eo + 2 Z €2j+4262j71+en
j=1 j=1

I n/2—1 n/2
<3 leol +2 D leaj| + 4> leaj_a| + len] | - (4.87)
j=1 j=1

Podemos acotar los errores de redondeo, |e;| < g, Vi =0, ...,n y asi encontramos que

h n/2-1 n/2
e(h) < 3 e+2 Z 5+4Zs+s
j=1 j=1
<h {}z’+2<2—1)6+425+¢}
-3 2 2
= nhe. (4.88)

Recordando que h = (b — a)/n obtenemos finalmente

le(h) < (b—a)e.| (4.89)

De modo que la integracién numérica (lo probamos para Simpson, pero tiene validez general), es tal que
un aumento en el nimero de puntos no implica un incremento en el error por redondeo.

4.8. Integracion por Romberg

En este método, la regla del trapecio compuesta es mejorada con la aplicacién de la técnica de extra-
polacién de Richardson. La idea consiste en calcular una secuencia de aproximaciones con la regla del
trapecio compuesto, y luego usarla para generar el resultado mediante extrapolaciéon. Lo que debe ser
notado es que el integrando es evaluado solamente durante la utilizacién de la regla del trapecio, pero no
cuando extrapolamos. Recordemos que la férmula del trapecio compuesta es:

b=x,,
/a f(z)dx = g

=xq

m—1
b—a

Fla)+F®)+2 ) flan) | — =5 h*f" (), (4.90)
k=1

donde a < p<b,h=(b—-a)/myx;=a+jh,j=0,1,.., m. Sea ahora
mi=1, me=2, mz=4,.. m,=2""1 (4.91)

Luego, el paso correspondiente a my, sera

b—a b—a
Con esta notacién, reescribimos la férmula del trapecio compuesta como:
b h 2 a
k .
[ e =2 [ f@+ 101 +2 3 flat )| - ) (1.9
a le
donde para cada k, corresponde un a < pg < b.
Veamos cémo podemos escribir las expresiones para distintos valores de k. Para k = 1:
hy
Ry = —[f(a) + f(O)], (4.94)

2
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donde hi =b—a. Para k =2

Ron = "21f(a) + £0) + 27(a + ho)], (4.95)

con hy = (b—a)/2 = hy/2. Haciendo unas cuentas sencillas podemos constatar que

Ry = §§[f(a) + f(b) +2f(a+ ha)]

= % [Ri1+ haif(a+ ho)]. (4.96)

De la férmula general tenemos para k = 3:

/f =2 () + 0 +23" Fat o)

j=1
1 [n hy o
O +4 Y slaksh
3
= % %(f(aﬂ'f(b) +2f(a+h2)> + ha z_:l fla+ jhs)
| =t
= % {Rll + hz (f(a + h3) + f(a + 3h3))} . (497)
En general, para my, de la forma elegida, vale
1 2k—2
Riy =5 | Rio11+ b Zl fla+ (25 —Dhy) | . k=2.3,...n. (4.98)
j=

De esta manera y por la forma elegida para partir el intervalo, podemos calcular una aproximacion a la
integral en el paso k en base al anterior. Bueno, como ya sabemos, la regla del trapecio converge lento.
Ahora introduciremos Richardson. Es posible probar (aunque no es trivial) que, si f € C*[a, b], vale que

b o)
/ f@)de = Ry = S Kjh% = Kyh? + Koh + ., (4.99)

donde los K son constantes que dependen de los valores de (%=1 (z), a y b, pero son independientes de
hi. Esto lo necesito para poder usar la férmula de extrapolacién de Richardson, puesto que la férmula
del error original no tiene la forma adecuada.

Consideremos

Kih3 hi \ >
= T+2Kj (3) (4.100)
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Haciendo (4.99) — 4x(4.100)

b b o} ) 00 27
[ st s ([ ot R = s a5 ()
a a ]=2 '_

j=2
(4.101)
b oo 0 hij
- 3/ f(x)dx — Ry1 +4Rp11 = 219 (h,g - 4]._1) (4.102)
=
b Rit11 — Ria K [ by 2
’ f(x)dz — |Rg+11 + — 5 = z_: FR = hy (4.103)
De modo que si tomo como aproximacién a la integral la expresién
Ri1— Ri—
Ryo = Ry, + —ot ——koLL (4.104)

3

tengo un error O(hi), vy no de orden h% como antes de extrapolar. En general, voy a tener entonces

Ry j—1— Ri—1,-1

IR (4.105)

Ryj = Ry j-1+

para tener un error de O(hy’).

;,Cémo procedemos en la préactica? Si deseo extrapolar debo seguir la siguiente un camino que podemos
representar con la siguiente tabla:

(completar con esquema)

Con esto terminamos la parte de integracion utilizando las férmulas de Newton-Cotes. Después retoma-
remos el tema al tratar las formulas adaptativas.

4.9. Cuadratura de Gauss

fx) 4 e

Regla del trapecio Cuadratura de Gauss

fQa)

fb)

En la figura de la izquierda usamos la férmula del trapecio, donde los puntos pasan por los extremos
del intervalo. En la de la derecha usamos la misma cantidad de puntos pero no necesariamente tienen
que estar equidistantes (vdlido para més de 2 puntos), sino que los fijamos utilizando algin criterio de
conveniencia.
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Como para otras cuadraturas, la idea de Gauss fue aproximar la integral definida

b
/ f(x)dz, (4.106)
por medio de la sumatoria

chf(iﬂz), (4107)

de modo tal que esta férmula sea exacta para polinomios del maximo grado posible.

Cémo elegir las abscisas z; y los pesos ¢; para cumplir con este objetivo? En principio no existen
restricciones para los pesos c¢;, pero si para los x;, que deben pertenecer al intervalo de integracién. La
libertad para elegir los pesos y las abscisas nos da 2n grados de libertad (pardmetros a fijar). Por otro
lado, si consideramos como parametros a los coeficientes de un polinomio, un polinomio de grado 2n — 1
poseerd 2n parametros. Por lo tanto, resulta “razonable” pensar que éste, y no otro, va a ser el grado
maximo posible.

Observen que esta forma de encarar el problema es méds ambiciosa que las férmulas de Newton-Cotes, ya
que antes con n + 1 puntos las férmulas eran exactas, como méximo, para polinomios de grado n + 1.

Como ejemplo, tomemos n = 2, entonces
b=1

/ f(x)dz = e1 f(x1) + caf(22) (4.108)
a=—1

Supongamos que buscamos los pesos y abscisas tales que la cuadratura sea EXACTA para polinomios de
grado 2n — 1 = 3, es decir, para

f(x) = ag + a1x + axx® + aza®. (4.109)

Hagamos las cuentas para ver si esto es posible. Reemplazando f(x) en el miembro derecho de la expresién
de mas arriba tenemos

b=1
/ f(z)dz = ¢ (ag + arzy + asa? + azxd) + ca(ao + a1x2 + asxs + azxd)
a=-—1

= (c1 + ¢2)ag + (121 + cawa)ay + (122 4 coxd)ag + (c125 + coxd)as. (4.110)

El miembro izquierdo es facil de calcular, de lo que resulta

2
2aq + gag = (c1 + c2)ag + (121 + cax2)a; + (clx% + czmg)ag + (clx? + czxg)ag. (4.111)

Tgualando los coeficientes de ambos miembros encontramos cuatro ecuaciones que deben cumplirse si-
multdneamente:

c1+co = 2
c1x1 + coxg =0
(4.112)
clx% + 02:173 = %
173 + 13 =0
Resolviendo el sistema no lineal encontramos que la solucién es
3 3
C1 = Cg = 1, xry = —£ ro = £ (4113)

De modo que si hago

/_1 f@)de ~ f (_{f> b f (?) , (4.114)

esta integral va a ser exacta para polinomios de hasta grado 3 (aunque esté evaluando en sélo 2 puntos).

De igual manera podria continuar para los demés casos pero existe una forma maés elegante de hacer las
cosas, a través de los polinomios de Legendre.
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4.9.1. Polinomios de Legendre

Estos polinomios pueden obtenerse, para un dado n, a partir de la férmula de Rodrigues

1 dn n
P () = 2nn!w—n(x2—1) : (4.115)

Asi, es fécil encontrar que los primeros polinomios de Legendre son:

Py(z) =1 (4.116)
Pi(x)=2 (4.117)
Py(z) = 22 — é (4.118)
Py(z) = 23 — gx (4.119)

Como ven, se trata de polinomios “normales” pero que sin embargo, tienen ciertas propiedades que van
a ser muy convenientes para la integracion.

Propiedades

1. Para cada n, P,(z) es un polinomio ménico de grado n

2. Satisfacen la siguiente condicién de ortogonalidad:

1 0 n#m
/ Po()Pula)ds = { (4.120)
-1 _
mt+1
3. Como consecuencia de la propiedad anterior
1
/ P(z)P,(z)dz =0, (4.121)
-1

si el grado de P(z) es menor que n.

4. Los ceros de P,(z) € (—1,1) y son simétricos respecto del origen.

Dadas estas propiedades, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema. Sean x1, Xa,..., T, las rafces del enésimo polinomio de Legendre P, (z) y sean ¢;, con
i =1,2,...,n nimeros definidos por

1 e 1
P = = L; . 4.122
o /_1 11 e / A(2)dx (4.122)

j=1 -t
i#i

Entonces, si P(x) es un polinomio de grado menor que 2n, se cumple que

/1 P(x) = Y ¢iP(x;). (4.123)

- i=1
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Demostracion

Vamos primero a considerar a P(z) un polinomio de grado menor que n. P(z) puede escribirse como
un polinomio de Lagrange de grado maximo n — 1, con nodos en las n raices del polinomio de Legendre
P, (z). Por lo tanto,

n

P(z) = Z P(z;) [ == (4.124)

ko1 :L'j — Xk
k#j
e integrando
1 n 1 n n
Xr — Tk
[lp(z)dx = P(zj)L 11 p— dr = Zp(xj)cj. (4.125)
j=1 k=1 "7 j=1
k#j

En consecuencia, vale para polinomios de grado menor que n.

Consideremos ahora polinomios P(z) de grado mayor o igual a n pero menor que 2n. Podemos hacer
P(z) = Q(z)Pa(z) + R(z), (4.126)

donde Q(z) y R(z) son polinomios de grado menor que n. Si evaluamos en las raices de los polinomios
de Legendre z;, i = 1,2, ...,n tenemos

P(2:) = Q) Pufer] + R(a;) = R(xy). (4.127)

Por ser el grado de Q(x) menor que n, se cumple que

[ 11 Q(2) P, (2)dz = 0. (4.128)

Ademds, por lo que demostramos para polinomios de grado menor que n, vale que
1 n
/ R(z)dx = Z ciR(x;). (4.129)
-1 i=1

En consecuencia,

/ P(z)dz :W—i—/ R(x)dx:ZciR(xi)z ZCZ'P(LUZ'), (4.130)
-1 =1 -1 i=1 i=1

y vale también para polinomios de grado menor que 2n, que era lo que queriamos demostrar.

Observaciones

e Tanto los ceros de los polinomios de Legendre como los pesos ¢; estan tabulados, no es necesario
calcularlos.

e Si sélo pudiéramos aplicar la cuadratura de Gauss a integrales definidas en el intervalo [—1, 1] no serfa
de gran utilidad. Para integrales definidas en otros intervalos podemos hacer lo siguiente. Sea una integral

/bf(x)dar- (4.131)

Proponemos el cambio de variables

b—a

x = % {(b —a)t+a+ b] = dr= dt, (4.132)

de manera tal que para t = —1 tendremos que  =a y en t = 1, x = b. Reemplazando en la integral

/abf(a:)dx: b;a/llfG(b—a)H—b;a)dt. (4.133)
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En consecuencia
b+ a)

b n
/a f(z)dx = b ; a } eif (%(b —a)x; + , (4.134)

i=1
y podemos usar la cuadratura de Gauss sobre cualquier intervalo [a, b].
e El error de la cuadratura con P,(x) es

(b—a)* ()"

@l (139)

/ f(z dx— c,f(xz)_

4.10. Calculo de integrales impropias

Recordemos que hablamos de integrales impropias cuando sucede una de dos cosas:
1. dentro del intervalo de integracion la funcién diverge, o

2. uno o mas limites de integracion es infinito.

Consideremos el caso en el que el integrando es singular en el limite inferior de integracion

lim f(z) = %00, (4.136)

r—at

Del anélisis sabemos que

/b (;dx, (4.137)

x —a)P
converge si y s6lo si 0 < p < 1, en cuyo caso resulta igual a:

b

(z—a)?|"  (b-a)?
Tl s S (4.138)
Consideremos el caso en que f(x) puede escribirse como
G (4.139)

(x —a)p

Si0<p<1lyg(x)€ Cla,b] entonces f(z) es integrable en [a,b]. Para este caso particular es posible
usar, por ejemplo, la regla de la Simpson compuesta, exigiendo ademds que g(x) € C%[a,b] (esto es un
poco més de lo que se exigia para Simpson). Si esto se cumple, podemos desarrollar a g(z) en polinomio
de Taylor hasta orden 4 alrededor de © = a. Sea Py(z) este polinomio. Asi, podemos escribir

P 9@ o [fe@)=Pu@) 0 Pa@)
/a (x_a)pd _/a (x —a)P d +/a (x_a)pd' (4.140)

La segunda integral puede ser calculada analiticamente
b k 4 g(k) R
Pdx b— —pTE, 4.141
| e a §:mk 60 (1141)

Este término contiene la principal contribucién a la integral, especialmente cuando Py(x) esté cercano a
g(z) en todo el intervalo [a, b].

Calculemos ahora la otra integral

' gla) = Pale) |
/a w—ap dz. (4.142)
Para ello, definimos

9(x) — Py(x)

Gz)={ (@—a) - (4.143)
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Noten que g¢(*) (x)’ = P4(k) (x) ~ parak =0,1,2,3,4y que G(x) € C*[a,b]. En consecuencia, se

r=a

puede usar la férmula de Simpson compuesta para aproximar esta integral.

El resultado final, que es la suma de los dos términos que analizamos, tiene el error de la regla de Simpson
compuesta (ya que el otro término pudo resolverse en forma analitica).

Ejemplo

Integrar numéricamente

1 e;v
£ _dz, 4144
/o NG (4.144)

utilizando la regla de Simpson compuesta con paso h = 0,25. Notamos la naturaleza impropia de la
integral dada la singularidad en z = 0.

Para resolver la integral utilizando el método descripto mas arriba primero debemos calcular el polinomio
de Taylor de grado 4 del numerador

2 .’133 LIJ4

T

La integral que podemos calcular analiticamente es

1 1
Py(z) ( —1/2 1/2 1 3/2 1 5/2 1 7/2>
= —_ —_ —_— d
/0 NG /0 T +x/" + 21‘ + 633 + 243& T

~ lm {2x1/2+2m3/2+1x5/2+1357/2—1—13:9/2}1
a—0+ 3 5 21 108

a

—2+2+1+1+ L 90935450 (4.146)
- 375 21 108 7 ' :

Definimos ahora la funcién G(x)

xr
- P
674(3:) para 0<x <1,

G(z) = Vi (4.147)

0 para x = 0.

Tabulamos los valores aproximados de G(z) para h = 0,25:

x G(z)
0.00 0
0.25 0.0000170
0.50 0.0004013
0.75 0.0026026
1.00 0.0099485

y aplicamos la regla de Simpson compuesta

1
0,25
/ G(z)dx ~ ’T [0+4 % 0,0000170+2 x 0,0004013 + 4 x 0,0026026 + 0,0099485| = 0,0017691. (4.148)
0
Juntando ambos resultados
1 x
/ e—dm ~ 2,9235450 4 0,0017691 = 2,9253141. (4.149)
0 VT

El error estd dado por el de la regla de Simpson compuesta que usamos para integrar G(z). Como
|G4(z)| < 1 en [0, 1], podemos acotar el error por
’ b—a

1-0
4 ~4 4 —
50 MG (5)‘ < g X 0:25" =0,0000217. (4.150)
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X % %k

Para resolver un problema donde la singularidad esté en el limite superior de integracién, se puede:
1. desarrollar por Taylor alrededor de b y repetir el proceso anterior, o

2. hacer

b —a
/f(:v)dx: i f(=2)dz, (4.151)

que tiene la singularidad en —b, asi usamos el desarrollo previo.

e Si la singularidad estd en algiin punto interior del intervalo, hay que tratarlo como la suma de dos
integrales, una con singularidad en el limite inferior y otra con singularidad en el limite superior.

Finalmente, consideremos el caso
/ f(x)dx (4.152)

y supongamos que f(z) es integrable. Hacemos

/_O; @)z = /_; f(x)dx—i—/:o f(w)da. (4.153)

La segunda integral puede resolverse haciendo un cambio de variables

o 1/c
/ f(sc)dxz/o t=2f(1/t)dt, (4.154)

que tiene una singularidad en ¢ = 0. Esta integral puede resolverse como vimos antes.

e Otra posibilidad es la utilizacién de cuadraturas gaussianas, esta vez, usando en vez de polinomios de
Legendre los polinomios de Laguerre, que son ortogonales sobre el intervalo [0, 00), o los polinomios de
Hermite, que son ortogonales en el intervalo (—oo, 00).

4.10.1. Integracion via polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre pueden obtenerse de la siguiente manera:

Ln(x)= ewd—

e e, nzo, (4159

o bien, a través del siguiente método recursivo:

E,l(x) = 07
Eo(l‘) = 1,

Loi(x)=02n+1—2)L,(x) —n*L,_1(2), n > 0. (4.156)
Para aproximar una integral de la forma
/ f(x)dx, (4.157)
0
lo primero que hacemos es definir una funcién ¢(z) = e® f(x) de manera tal que podemos escribir

I= /OOO f(z)dz = /000 e Tp(x)de. (4.158)

Luego, basta aplicar la cuadratura de Laguerre que nos da

n
1= app(zy) + E, (4.159)
k=1
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donde el error estd dado por

E= (2n) : 4.1
) ? €, 0<p<oo (4.160)
Los x, k=1,2,...,n son los ceros de L, (z) y
(n!)2zy
afp = - (4.161)
(L (zr))?
4.10.2. Integracion via polinomios de Hermite
La cuadratura de Hermite permite aproximar integrales impropias de la forma
o0
/ f(z)dx. (4.162)
—0o0
Para lograr esto, necesitamos de los polinomios de Hermite que pueden hallarse por 2 caminos, haciendo
2 d" 2
Hp(z) = (—1)"e" w(e ), n>0, (4.163)
0 a través del siguiente método recursivo:
H—l(l‘) = Oa
7‘[0(33) = 1,
Hot1(x) = 20H, () — 2nHp—1 (), n > 0. (4.164)

Definiendo una funcién ¢ = f (z)emQ, podemos escribir
/ fl@)dx = / ef‘rZ(p(x)dI = Z arp(zr) + E, (4.165)

donde zx, k =1,2,...,n son los ceros de H,(z) y

2ntinly/m nl\/m

= s (2) E= 50 2m)

(), ¢eR (4.166)

4.11. Métodos adaptativos

El objetivo de un algoritmo adaptativo es producir una aproximacién a una integral dentro de una
dada tolerancia e utilizando pasos de integracién NO UNIFORMES dentro del intervalo [a, b]. Un buen
algoritmo adaptativo debe ser capaz de establecer automaticamente el tamafno del paso de integracién
incrementando la densidad de los nodos cuando ésta presenta fuertes variaciones y espaciandolos cuando
la funcion es suave. Veremos ahora, usando el caso particular de las férmulas de Newton-Cotes, y dentro
de ellas a Simpson, cémo es posible construir un método adaptativo para no sélo reducir el error de
aproximacién sino para escribir el mismo en una forma que no dependa de las derivadas de distinto orden
del integrando. Obviamente la metodologia puede extenderse a otras cuadraturas.

Consideremos la integral
b
/ f(z)dz, (4.167)

y sea [a, B8] C [a,b] un subintervalo cualquiera de [a,b]. Elijo este subintervalo, ya que el método estd
dirigido a intervalos de cualquier longitud. Sea

B _
Ir(a, B) = / f@)dz, h=" . . (4.168)
La aproximacién de Simpson para esta integral es
h
S5 8) = 5 | £(a) + 4f(a+h) + f(8)]. (4.169)
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y su férmula del error
h5
Iy(a, ) = S, B) = == [P m),  a<n<p (4.170)

Ahora quiero una estimacién del error SIN usar la derivada de f(z). Usemos Simpson compuesto, ahora
el paso serd h; = (8 — «)/4. Asi, los subintervalos sobre los que aplicaremos Simpson serén:

a+f a+p
FEET R wim
v la integral se puede aproximar haciendo
h
s30.0) =" [0 + 4@+ m) + 7 (ED) ]+ [ (450) +ass - my+50)] |, (am2)
con un error igual a .
h
I(er, ) = SHe. B) = =5 (SO (m) + 1O () (4.173)
donde a <m < (a+8)/2y (a+ )/2 < n2 < B. Si suponemos (y esta suposicién puede ser fuerte) que
FOm) = fDn2) = fD (), (4.174)
entonces podriamos escribir .
Ij(a, B) = S3(a, B) = = 55—5-2F (), (4.175)

25.90
lo que reduce el error en un factor 16, comparado con el caso anterior. Comparando esta férmula del error
con la que obtuvimos para Simpson

h5

hS .
Ip(o, B) — Sy, B) — [If(a,ﬂ) - S?(mﬁ)} - _%f(“’)(n) o 902f(4)(n)
15 h®
—{Sf(a,ﬂ) - 5,%(0675)} = _E%JM)(")' (4.176)
Despejando encontramos
1A 1
o/ ~ | Sy 8) - 3@, 8) . (4.177)
ef(a, B)
Por lo tanto, podemos escribir finalmente
[If(e, B) = SF(a, B)| = W (4.178)

Esta férmula nos permite estimar el error cometido al aproximar la integral SIN usar las derivadas del
integrando; esto la hace 1til en algoritmos empaquetados. Usualmente conviene usar, en vez de 1/15,
1/10 para hacer una estimacién mds conservadora del error (estimamos que el error cometido es mayor).

Asi, para asegurar una tolerancia e para el error total cometido en [a, b] basta con pedir que para cada
subintervalo [a, ] C [a, b] se cumpla

(0.8 _ Ao
10 -~ b—a

(4.179)

Si esta relacién no se cumple, hay que achicar el intervalo [« 8]. Este método usa el error de truncamiento
para adaptar los subintervalos de integracién.
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