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Capitulo

Matrices (repaso)

4.1. Definicién de matriz y nomenclatura

Definicion. Se llama matriz de tamafo m X n a un conjunto de m X n nimeros (R o C) escritos
formando un rectangulo de m filas y n columnas. Cada niimero se llama elemento de la matriz.

Ejemplo:

aj;p a2 a3 aiq
A = a1 a22 a23 a24 (41)
az1 as2 G333 as4

Para referirnos a una matriz utilizaremos alternativamente la siguiente nomenclatura:
A, Amxn, [(Iij]. (42)
Nos referiremos a un elemento en particular escribiendo
[A]’ijv Qjj. (43)

Una matriz de una sola columna se denomina matriz columna mientras que una de una sola fila se
llama matriz fila.

4.2. Matrices iguales

Definicion. Dos matrices A™*" y B¥*! son iguales si tienen la misma forma y son iguales elemento
a elemento.

m=k
A'rnxn _ kal - n = (44)

De la definicién queda claro que

(;) #(1 2). (4.5)

4.3. Suma de matrices
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Definicion (Suma de matrices). Si A y B son matrices de m x n, la suma A + B estd dada por la
matriz C, también de m X n, que se obtiene de sumar los correspondientes elementos. Asi,

Cij = aij + bij, Vi, J. (4.6)

De la definicién se desprende que no pueden sumarse matrices que tiene distinta forma.

4.4. Resta de matrices

Definicion. Se llama inversa aditiva de una matriz A con respecto a la suma, a la matriz —A
que se obtiene de anteponer el signo menos a cada uno de los elementos de A. Asi,

A= [aij] = —A= [—aij], V’L,j (47)

De esta manera, podemos definir la resta entre dos matrices.

Definicion. Sean A y B, ambas de m X n, se define la resta de matrices A — B como
C=A-B=A+(-B), (4.8)

donde
Cij = aij — bij, Vi, j. (4.9)

4.4.1. Propiedades de la suma de matrices

Sean A, B y C matrices de la forma m x n. Entonces,
= A+ B es una matriz de m xn  (clausura)
» (A+B)+C=A+(B+C) (asociatividad)
» A+ B=B+ A (conmutatividad)
» JO™*"/ A+ 0O =A (existencia de elemento neutro)
» Dado A, 3 — A/ A+ (—A) =0 (existencia de inverso aditivo)

Noten que estas propiedades son “heredadas” de las propiedades de la suma de escalares, ya que la suma
de matrices se define en términos de la suma de escalares.

4.5. Producto de un escalar por una matriz

Definicion. El producto de un escalar « por una matriz A, denotado por aA o Aa, esta definido
por la matriz obtenida de multiplicar cada elemento a;; de A por a:

C =aA = Aa, donde cij = aazj, Vi, J. (4.10)

4.5.1. Propiedades

Sean A y B dos matrices de m xn y sean o'y 3 escalares. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:



4.6. MATRIZ TRANSPUESTA )

A también es una matriz de m x n (clausura o ley de cierre)

(aBf)A = a(BA) (asociatividad)

» A =Aa (conmutatividad)

» a(A+ B)=aA+aB (distributividad sobre la adicién de matrices)
» (a+P)A=aA+ A (distributividad sobre la adicién de escalares)
» Existe el escalar 1 tal que 1A = A (existencia del elemento neutro)

Nuevamente, estas propiedades son heredadas de las propiedades de la suma y producto de escalares.

4.6. Matriz transpuesta

Una operacién que no es derivada de la aritmética escalar es la transposicién.

Definicion. Se llama transpuesta de una matriz A™*" a la matriz AT, con n filas y m columnas,
obtenida de intercambiar las filas y columnas de A:

)

[AT],, = aji, Vi g (4.11)

Obviamente, para todas las matrices (AT)T = A.

4.7. Matriz adjunta

En el caso en que la matriz en cuestién tenga elementos complejos, casi siempre la transposicién viene
acompanada de la conjugacion de los elementos. La matriz asi obtenida se denomina matriz adjunta,
y se denota por A*.

Definicion. Sea A € C™*™ se llama matriz adjunta a la matriz que tiene los siguientes elementos

[A™];; = aji, Vi, j. (4.12)

Se cumple que (A*)* = A. Ademds, A* = AT si A contiene sélo elementos reales.

4.7.1. Propiedades

Si A, B son matrices de m X n, y « un escalar, entonces
» (A+B)T = AT + BT
« (A+B)*=A*+DB*
« (aA)T = aAT

v (@A)* =ad*
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4.8. Matrices cuadradas

Definicion. Decimos que la matriz A, de m x n es cuadrada si m = n.

4.8.1. Matrices cuadradas especiales
» A es simétrica si A = AT, es decir, si a;; = a;i, Vi, j.

s A es antisimétrica si A = —AT

, es decir, si a;; = —a;;, Vi, 7.
= A es hermitica si A = A*, es decir, si a;; = a;;, Vi, j.

» A es antihermitica si A = —A*, es decir, si a;; = —aj;, Vi, J.

4.9. Producto entre matrices

Vamos a ver el producto de matrices, con una justificacién de su propédsito. Para ello necesitamos recordar
primero cémo se define una funcién lineal.

Definicion. Decimos que la funcién ¢ : D — R es lineal si

» p(z+y) =p@)+ey), VYr,yeD,

» plax) = ap(z), Yz € Dy a escalar.

Estas dos condiciones se pueden escribir como una sola. Vamos a demostrar mas adelante que una funcién
o(z) es lineal si
plar +y) = ap(z) + ¢(y), VYa,y € Dy a escalar. (4.13)

De acuerdo con la definicién,
o(z) =z, (4.14)

es una funcién lineal, mientras que
p(x) = v+, (4.15)

no lo es. (Veremos la demostracién en clase.)
Consideremos ahora dos funciones lineales
21\ _ [axq1 4 bxo 1\ _ [gx1+ hxo
¥ (a:2> o (cxl + d.l?g) ’ ¥ (m) o <ix1 +kxy |- (4.16)
y su composicién n = p o
z1\ 1 _ g1+ hza\ [ (ag + bi)x1 + (ah + bk)xo

g <l‘2> - (1/} (:172)) Bk (izl + k:z:g) o ((cg +di)xy + (ch+dk)zs )’ (4.17)

que también es una funcién lineal.

Utilicemos ahora matrices para representar a las funciones lineales

_f(a b (g h _ (ag+bi ah+ bk
W(c d)’ W(i k> ”M(cg+di ch+dk>' (4.18)
De aqui surgié la idea de relacionar la composicién de funciones con una cierta forma de multiplicar
matrices, tal que pp; por ¥p; dé por resultado nyy:

a b\ (g h\_ (ag+bi ah+bk
(C d) (Z k>_<cg+di ch+dk:)’ (4.19)
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Asi, el producto de matrices debe su origen a la representaciéon matricial de la COMPOSICION
de funciones lineales.

X ok ok

Consideremos ahora un vector fila de n elementos y un vector columna, también de n elementos:
b1
ba
A= (a1 as ... an) , B=1| . |. (4.20)

bn

Definicion. El producto escalar estandar entre A y B es el escalar obtenido haciendo

j=1

Observen que cuando escribimos

_fa b\ (g h\ _[(ag+bi ah+bk\ _
oM YM = (c d) (z k) = (cg+di ch+dk> = I (4.22)
el elemento 7;; es el producto escalar de la i-ésima fila de ¢ por la j-ésima columna de vps, y de esta
forma es que definimos al producto de dos matrices.

Definicion. Las matrices A y B son compatibles para ser multiplicadas en el orden AB siempre
que el numero de columnas de A coincida con el nimero de filas de B, es decir, si Aesm Xpy B es
p X k.

Definicion. Para matrices compatibles A™*P y BP*"  la matriz producto AB es la matriz de
tamano m X n cuyo elemento ij es el producto de la i-ésima fila de la matriz A por la j-ésima
columna de la matriz B:

p
[AB];; = aibyy, 1<i<m, 1<j<n. (4.23)
k=1

Si Ay B no son compatibles, el producto AB no estd definido.

4.9.1. Propiedades

Sean A™*P BP*" y C' = AB, entonces
2 Cin = AiuB = 3] _1 i1 Ba
= Cij = ABuj =351 Ay

Estas propiedades nos indican que no es necesario computar toda la matriz C si sélo necesitamos conocer
alguna de sus filas o columnas. Otras propiedades:

» AB # BA, (el producto de matrices NO ES CONMUTATIVO)
» A(B+C)=AB+ AC, (distributivo a izquierda)
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» (D+ E)F=DF+ FEF, (distributivo a derecha)
» A(BC)=(AB)C, (asociativo)
» AB=0 = A=0 o B=0.

Ejemplo:
1 1\ fa b\ f(a+c b+d\ (0 0O
<1 1> <c d> - <a+c b+d> o (O O) (4.24)

Para que esto se cumpla, alcanza con que a = —c y b = —d, y no hay necesidad de que a = b=c =
d = 0. Como consecuencia de esta propiedad perdemos la ley de cancelaciéon, como veremos a
continuaciéon. Supongamos que estamos trabajando con la ecuacién

AB-C)=0, con A#0, y B-C#0. (4.25)

Noten que
B-C#0 = DB#C. (4.26)

La ecuacién inicial se puede escribir como
AB = AC (4.27)

donde, si canceldaramos las A, llegariamos al absurdo de que B = (', cosa que sabemos que no
es cierto. Esto significa que hemos perdido la posibilidad de cancelar un mismo factor en ambos
miembros. A esto se llama “perder la ley de cancelacién”. Veamos un ejemplo concreto:

() 822 (] a2
donde se da que
AB——AC——(j i), (4.29)
sin que B y C tengan que ser iguales.
» (AB)T = BT AT
» Si Ay B son complejas, entonces (AB)* = B*A*
4.9.2. Linealidad de la multiplicacién de matrices
Sea A™*™ y ¢ la funcién definida como la multiplicacién de matrices
P(X™*P) = AX. (4.30)
Entonces, si « es un escalar y X e Y son matrices n X p, tenemos que
(X +Y)=A(aX +Y)=AaX + AY = aAX + AY = ap(X) + o(Y), (4.31)

y vemos que el producto de matrices es una funcién lineal.

4.10. Matriz identidad

Definicion. Se llama matriz identidad I,, a la matriz de n x n con unos en la diagonal principal y

ceros en los demaés elementos.

Para toda matriz A™>*" se cumple que

Al = A, I,A=A

4.11. Inversa de una matriz

(4.32)
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Definicion. Dada una matriz cuadrada A™*™, llamamos inversa de A a la matriz B™*" que satisface
AB=1,, BA=1,. (4.33)

Denotamos a la matriz B como A~1.

Observaciones

= No todas las matrices cuadradas son invertibles. Las que lo son, son también llamadas no singulares
v las que no lo son, singulares.

= Observen que debido a que AA~' = A~'A quedan excluidas las matrices rectangulares, sélo las
cuadradas admiten inversa.

= Aunque no todas las matrices son invertibles, cuando la inversa existe, es iinica. La demostracién
es muy sencilla. Supongamos que B; y By son dos matrices inversas de A, entonces

By = Byl = By(AB5) = (B{A)By = I By = Bs. (4.34)

4.11.1. Propiedades de la inversa de una matriz
» (ATH)l=4
= Si Ay B son no singulares, entonces AB también lo seré.
» (AB)"l1=pB"14"!
. (AT = (A7)
e (A7) = (4

Las demostraciones de estas propiedades son triviales.

4.12. Ecuaciones matriciales

Definicion. Si A es una matriz no singular, entonces existe una unica solucién para X en la ecuacién
matricial
AP XTXP = BnXP, (4.35)

Dicha solucién es X = A~1B.

4.13. Matrices elementales

Definicion. Se llaman matrices elementales a las matrices cuadradas de la forma
I, —wb, (4.36)

donde v y v son vectores columna n x 1, tales que v u # 1.

Propiedad. Las matrices elementales son no singulares y su inversa es
T
U
I —w) =1, - ——. 4.37
(o —wo™) ™t = I — (437)

Notar que la inversa de una matriz elemental también es una matriz elemental.
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Demostracion

Para demostrarlo, hacemos el producto

(I 7y (1 wvT wvT T, wvTuvT
—wv - =1, — ———— —w —_—
" TowTy—1 TopTy—1 Ty—1
uv” Ty u(vTu)vT
= uv
Ty —1 Ty—1

=1, (4.38)

Dejamos como tarea demostrar que el producto en el sentido inverso también da I,,.

X kX%

Estamos interesados en construir matrices elementales que realicen operaciones elementales por filas (o
columnas) de tipo I, IT o III. Recordamos las caracteristicas de cada tipo de operacién:

» Tipo I: Intercambiar filas (columnas) i y j
» Tipo IT: Multiplicar la fila (columna) ¢ por un escalar a # 0

» Tipo ITI: Sumar un multiplo de la fila (columna) i a la fila (columna) j.

Las matrices elementales pueden construirse a través de operaciones elementales aplicadas a la matriz
identidad. Tomemos, por ejemplo, a la siguiente matriz

010
E;=11 00 (4.39)
0 01
que puede obtenerse intercambiando las filas 1 y 2 (o las columnas 1 y 2, da lo mismo) de la matriz

identidad I3.

(Es E; una matriz elemental? Si, porque puede obtenerse haciendo

1 1 00 1 -1
Ey=L—-|-1|1 -1 0)=|0 1 0] —-(-1 1
0 0 0 1 0 0

0 010
0l=(1 0 0 (4.40)
0 00 1

Veamos qué efecto tiene su multiplicacién sobre una matriz A%*3. Multiplicando a izquierda obtenemos

0 1 0\ fai1 a2 a3 az1 Q2 a3
ElA = 1 0 0 ao21 QA22 Q23 = aj; aiz2 ais 5 (441)
0 0 1) \az1 a3z ass azr asz ass

mientras que multiplicando a derecha

a12 air G413
929 Q21 Aa23 . (442)
a3zz2 Q31 as3

ai1 a2 aiz)\ (0 1 0
AE1 = a21 Q22 423 1 0 0
a31 Q32 d4ss 0 0 1

Se ve que la multiplicaciéon por izquierda opera sobre la filas, intercambidndolas, mientras que la mul-
tiplicacién por derecha hace lo propio sobre las columnas. Resulta practico asociar estos efectos con la
forma de la matriz elemental.
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La siguiente es una matriz elemental del Tipo II:

B, = (4.43)

OO
S Q0 O
_ O O

que resulta de multiplicar por « a la segunda fila (columna) de la matriz identidad. Multiplicando por
izquierda obtenemos

1 0 0\ fai1 a2 a3 ari a1z a3
EQA 0 o O a1 Q22 Q23 = aaz; Gagzz «aszz |, (444)
0 0 1/ \az1 a3z ass asi ass ass

mientras que si lo hacemos por derecha

ail «aiz2 ais
Qagy a23 | . (445)
az1 «aze ass

ailp a2 ais
AE; = | a1 a2 a3
azr asz ass

S O =
S Q O
= O O

Il

=)

)

-

Por 1ltimo, hacemos las cuentas para una matriz elemental de tipo III

1 0 0
0 1 0 (4.46)
a 0 1
Multiplicando por izquierda
1 0 0\ fai1 a2 a3 a2 a3
EgA: 0 1 0 a21 as9 a3 CL21 a2 a3 5 (447)
a 0 1/ \a3z1 a3z as3 aair +aszr  aaip +azx  oaiz + ass

mientras que por derecha

ail Qa2 Q13 1 0 0 ail +aayz a2 a3
AE3 = | as1 azs ao3 0 1 0] =[a21+aax3 az a3 (4.48)
azg1 aszz azz/) \a 0 1 az1 +aasz azy ass
Si definimos
0
1
e (4.49)
0

donde la tnica fila no nula es la i-ésima, podemos escribir las matrices F1, Eo y E3 anteriores de la
siguiente manera:

w By =1 —wuT, conu=e; —es,
» By =1—(1—a)exel;
» B3 =1+ aeszel.

Constatamos que estas matrices tienen la forma exigida para ser matrices elementales. Noten que dada
la forma de las matrices elementales usadas para cada tipo de operacion, no es dificil ver que la inversa
de una matriz elemental de cierto tipo también es del mismo tipo.

4.13.1. Propiedades
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(a) Si se multiplica a izquierda una matriz A por una matriz elemental de tipo I, IT o III, la operacién
correspondiente se ejecuta sobre las filas de A.

Demostracion

Vamos a realizar la demostracién para una matriz elemental de tipo III. Para las demas, la demostracién
es analoga.

0 ... ... 0 fila ]
(I+aeje] ) A=A+aejAi=A+a|an ao ... ap ./ (4.50)

0o ... ... 0

donde la ultima matriz sélo tiene elementos no nulos en la j-ésima fila. Vemos que la matriz resultante
es la que se obtiene de multiplicar a la fila ¢ de A por « y sumarla a la fila j.

(b) Si se multiplica a derecha, la operacién se ejecuta sobre las columnas.

Demostracion
columna i

Nuevamente, lo vemos para una matriz elemental de tipo III . (_\)

0o ... a1j . 0
T T a2; 0
A(I+ aeje; ) = A+ adije; =A+a (4.51)

donde la ultima matriz solo tiene elementos no nulos en la i-ésima columna. El resultado de la operacién
equivale a sumarle a la i-ésima columna de A, « veces la j-ésima columna.

* % %

Teorema. Una matriz A™*™ es no singular si y sélo si A es el producto de matrices elementales de
tipo I, IT o ITI.

Demostracion Si A es no singular, entonces el proceso de eliminacién de Gauss-Jordan reduce a la matriz

A ala identidad a través de operaciones elementales por fila. Si Gy, Ga,..., Gi son las matrices elementales
que corresponden a las operaciones por fila relizadas, entonces

Gr+ GoGiA =1, (4.52)

por lo que
A=G'Gyt Gt (4.53)

Como la inversa de una matriz elemental también es una matriz elemental del mismo tipo, esto prueba
que A es el producto de matrices elementales del tipo I, IT o III. Por otra parte, si A = E1Fs--- Ej es
un producto de matrices elementales, entonces A debe ser no singular ya que las matrices E; lo son, y el
producto de matrices no singulares también es no singular.

4.14. Equivalencia entre matrices
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Definicién. Decimos que las matrices A y B son equivalentes (y lo denotamos A ~ B) cuando B
puede derivarse de A por una combinacién de operaciones elementales por filas y columnas, es decir

A~B & B=PAQ, (4.54)

para Py @ no singulares.

Definicion. Decimos que A es equivalente por filas con B, y lo denotamos A filas B, si B puede
obtenerse de A mediante operaciones elementales por filas. Es decir,

A™B & B=PA, (4.55)

con P no singular.

.., . . col .
Definicion. Decimos que A es equivalente por columnas con B, y lo denotamos A ~ B, si B
puede obtenerse de A mediante operaciones elementales por columnas. Es decir,

A B & B=AQ, (4.56)

con ) no singular.

Definicion. Decimos que una matriz A™*" estd en forma escalonada por filas si verifica:
1. el primer elemento no nulo (por izquierda) de cada fila es un uno,
2. si i < 7, el primer elemento no nulo de la fila i estd a izquierda del de la fila 7,

3. las filas nulas, si existen, estan en la parte inferior de la matriz.

Ejemplo

7
0 (4.57)
0

oo o w
oc@® wo
O O =

Definicion. Una matriz estd en forma escalonada y reducida si es escalonada y si los elementos de
la columna asociada al primer elemento no nulo de cada fila son nulos.

Ejemplo

%>
0 (4.58)
0

oo o w
o@ oo
O N O

Nota: Dada la matriz A, existe una unica matriz escalonada y reducida por filas asociada a A, que
llamaremos F 4.
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Definicion. Se llama rango de una matriz A™*" al niimero de filas no nulas de la matriz escalonada
equivalente por filas a A. Denotaremos el rango de una matriz como r(A).
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