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ANyP, Practica 10.

Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Aplicaciones.

Método de Gram-Schmidt.

El método de ortogonalizacion de Gram—Schmidt
permite construir conjuntos ortogonales en cualquier
espacio con producto interno, de dimensién finita o
infinita, a partir de una sucesion de vectores no nulos
como sigue: Sea V un espacio con producto interno y
sea v1, Vg, ... una sucesion (finita o infinita) de vecto-
res no nulos cualesquiera de V. Entonces la sucesiéon
de vectores wi,ws, ... de V generados a partir de las
relaciones

wp = V1

(wilvy) _
wj=v Z ZIIJQ w;  j=2,3,...
=1

tiene las siguientes propiedades para cada j =
1,2,...

i) El elemento w; es ortogonal a todo vector del
subespacio generado por los vectores preceden-
tes wy, wo, ..., w51,

(wi|w;) =0, parai=1,2,...,5 — 1.

ii) El subespacio generado por wy, ..., w; es el mis-

mo que el subespacio generado por vy, ...,v;,

{wl,...,wj} == {’Ul,...,’l)j}.

iii) La sucesion de vectores es tnica salvo factores
escalares. Esto es, si w],w},... es otra suce-
sion que satisfacen 7?7y 77 entonces para cada j

3 / —_— . .
existe un escalar ¢; tal que w; = cjw; .

#1 Segin ??cada vector w; es combinacién lineal de
V1,02, ...,0j.

# Si tenemos n vectores linealmente independien-
tes vy,...,v,, entonces el proceso de ortogonaliza-
cién conduce a una base ortogonal del subspacio S
generado por vi,...v,. En particular, si V es de
dimension finita 'y {v1,...,v,} es una base de V, en-
tonces el proceso de ortogonalizaciéon determina una
base ortogonal de V. Una base ortonormal resulta
de normalizar cada wj, esto es, de tomar cada vector
w; multiplicado por el reciproco de su norma:

’ wy

w; = ——
Ty

#1 En los calculos a mano suele resultar ttil supri-
mir los denominadores en cada nuevo w; generado
multiplicando éste por un escalar apropiado, lo cual,
segun la propiedad ?7no afecta la ortogonalidad.

#p Sea V un espacio de dimension finita y
sea S un subespacio siendo {vi,...,vx} una ba-
se del mismo. Extendiendo ésta a una base
{v1,..., Vg, V41, ..,0n} de V y aplicando el método
de Gram-Schmidt obtenemos una base ortonormal
{wi,...,w,} de V con {ws,...,w} base ortonor-
mal de Sy {wgi1,...,w,} base ortonormal de S+,
el complemento ortogonal de S.

Una forma alternativa de aplicar el método de ma-
nera de obtener un conjunto ortonormal en forma
directa (es decir, sin normalizar a posteriori) proce-
de como sigue

U1

[[oa]|
v = S0 (wilvj)w, ,
wj; = i1 j:2,3,...
s = Sz il

wyp =

Una implementacion algoritmica de este procedi-
miento puede plantearse como sigue.

]~ Algoritmo de ortonormalizaciéon de
Gram-Schmidt

Dados v1,v2,...,vn
Para j=1,2,...,n
Tomar w; = v;
Parai=1,2...,5—1
Caleular r3; = (w;|v;)
Tomar w; = wj; — rijw;
Calcular r;; = HwJH

J

Tomar w; = i

Ejercicio 1. Encontrar una base ortonormal para el
subespacio S de R* (con el producto interno canéni-
co) generado por el conjunto de vectores {vy, va, v3},
donde

U1 = (130,0> _]-)a V2 = (13270, _1)3

U3 = (37 17 17 _1)

Determinar, también, una base para el complemento
ortogonal S*.
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Ejercicio 2. Explicar que sucede si el procedimiento
de ortogonalizacion es aplicado a

a) un conjunto de vectores ortonormales,

b) un conjunto de vectores linealmente dependien-
tes.

Ejercicio 3. Sea V el espacio vectorial de las fun-
ciones reales continuas sobre el intervalo [—1, 1] con
el producto interno

1
(flg) = / Fgar

Sea S el subespacio generado por los tres polinomios
Q=10 =tqg="t>

a) Usando el procedimiento de ortogonalizacion
determine una base ortogonal {pg,p1,p2} de S.

b) Multiplicando por un escalar apropiado, deter-
mine a partir de los polinomios del punto ante-
rior, los polinomios que son ortogonales y cum-
plen que pi(1) = 1 para k = 0,1,2. Los poli-
nomios asi obtenidos son los tres primeros poli-
nomios de Legendre, los cuales juegan un papel
relevante en la resolucion de ciertas ecuaciones
diferenciales.

Ejercicio 4. Sea S el subespacio de R* (con el pro-
ducto interno canoénico) generado por v; = (1,1,1,1)
y vg = (1,2,3,2). Determinar la proyeccion ortogo-
nal de v = (1,3,5,7) sobre S.

Mejor aproximacion.

La proyeccion ortogonal aparece como la solucién de
un importante problema de aproximacién que pasa-
mos a detallar. Supongamos que S es un subespacio
de un espacio con producto interno V' y sea v un vec-
tor arbitrario en V. El problema consiste en hallar
un vector s en S cuya distancia a v, dada por la nor-
ma ||v — s|| sea lo més pequedia posible. El problema
puede precisarse estableciendo la siguiente definicion

I~ Definicion.

Sea S un subespacio de un espacio con producto
interno V' y sea v un vector de V.. Una mejor apro-
ximacion a v por vectores de S es un vector s de S
tal que

lv—sl < llv—uw]

para todo vector w en S.

Ejercicio 5. Demostrar que si S es un subespacio de
dimensién finita, entonces la proyeccién ortogonal de
v sobre S es la mejor aproximacion a v por vectores
de S.

Ejercicio 6. Sea V el espacio de las funciones reales
continuas sobre el intervalo [—1,1] con el producto
interno (f|g) = f_ll f(t) g(t)dt y sea S el subespacio
de V' de los polinomios de grado < 2. Encontrar el
polinomio de p de grado < 2 que constituye la mejor
aproximacion a f(t) = t°, en el sentido de que

es minima.

Estabilidad numeérica del método de Gram-
Schmidt.

El procedimiento de Gram-Schmidt, si bien es una
herramienta teoérica poderosa, no constituye un buen
algoritmo numérico, puesto los célculos involucrados
en la forma presentada pueden producir pérdida de
precision cuando se emplea aritmética de punto flo-
tante. Un algoritmo matematicamente equivalente
pero numéricamente mas estable es dado a continua-
cion:

]~ Algoritmo de ortonormalizaciéon de
Gram-Schmidt modificado

Dados v1,v2,...,vn
Para j=1,2,...,n
Tomar w; = v;
Parai=1,2...,5—1
Calcular Tij = (w,-\wﬁ
Tomar w; = wj; — rijw;
Caleular r;; = ||Jwj||

J

Tomar w; = L
J Tjj

Ejercicio 7. Utilizar aritmética de punto flotante de
tres digitos para obtener una base ortonormal del
subespacio de R? generado por los vectores

v1 =(1,107%,107%), vy = (1,107%,0),
vg = (1,0,1073)
utilizando
a) el método de ortonormalizacion no modificado,
b) el método de ortonormalizacién modificado.

Comparar los resultados obtenidos.

Factorizacion QR.

El procedimiento de ortogonalizaciéon de Gram-
Schmidt permite construir una factorizacién matri-
cial llamada factorizacion QR como se indica a con-
tinuacion. Sea A = (aj|az|---|a,) una atriz m x n
sobre el cuerpo K, real o complejo, cuyos n vectores
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columnas ay son un conjunto linealmente indepen-
diente de K™. La aplicacién del procedimiento de
ortonormalizacion a las columnas de A conduce a
una base ortonormal {q1,q2,...,q,} del espacio co-
lumna de A (respecto al producto interno canonico),
siendo

a — Y {ailay)as
d’ d;

q1 = =2,3,...,mn

donde

J
= larll d; = [|a; = > (aila)a

1=

Estas relaciones pueden ser reescritas como

j-1
a; =diqi, a; = Z<Qi|aj>ch' +djq; 5 =2,3,...,n
i=1

las cuales implican la relacién matricial

(ailaz|---|an) = (qilaz| - |gn

)X
di ({ailaz) (ailaz) --- (ai|an)
0 do (gz2]a3) -+ (qz]an)
0 0 ds - (aslan)

De este modo, la matriz A m x n puede ser factori-
zada como A = QR, donde Q es una matriz m X n
cuyas columnas son una base ortonormal del espacio
columna de A y R es una matriz n X n triangular
superior con elementos positivos sobre la diagonal.
La implementacién algoritmica del método descrito
para determinar la factorizacion QR de una matriz
A, es entonces, como sigue:

i~

Dadas a1, as,...,a,
Para j=1,2,...,n
Tomar q; = a;
Parai=1,2,...,7—1
Calcular r;; = {qi|q;)
Tomar q; = q; — 7i;qi
Calcular 7j; = ||q;||
Tomar q; = q;/7;;

De este modo, Q) = lan] y R = (r4j)-

Ejercicio 8. Determinar la factorizacion QR de la
matriz

[Q1|CI2|---

0 —20 -—-14
A=13 271 -4
4 11 =2
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