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Autovalores y autovectores.

Autovalores y autovectores de una matriz.

Sea A una matriz n X n sobre un cuerpo K, usual-
mente R 6 C. Un escalar A de K es un autovalor
de A si existe un vector (columna) no nulo x de K
tal que Ax = Ax. Todo vector no nulo que satisfa-
ga esta ecuacion se llama autovector de A asociado al
autovalor A. El conjunto de todos los vectores de K™
tales que Ax = Ax se llama espacio propio asociado
al autovalor A. El conjunto de todos los autovalores
distintos de A se llama el espectro de A.

#1 Los autovalores se llaman también valores pro-
pios, valores caracteristicos, raices caracteristicas o
valores espectrales. Los autovectores se conocen
también como vectores propios o vectores caracte-
risticos. Las palabras autovector y autovalor son las
traducciones de las palabras alemanas Figenvecktor
y Eigenwert, y por ésto, suele también encontrarse
en la literatura las denominaciones eigenvectores y
eigenvalores.

#1 Existe un solo autovalor correspondiente a un au-
tovector dado. En efecto, si Ax = Az y Ax = px
para cierto x # 0, entonces Ax = px con lo cual
A = p. Esto justifica la exclusion del vector nulo
como autovector, si bien verifica la definicién.

#1 E] espacio propio asociado a un autovalor )\, tal
como se definid, consiste en el conjunto de los au-
tovectores de A asociados a A y el vector nulo, y
constituye un subespacio de K™.

#1 Los autovalores de A son soluciones de la ecua-
cion caracteristica: det (A—AI) = 0 o, equiva-
lentemente, las raices del polinomio caracteristico
pa(A) = det (A — A1) el cual es un polinomio en A
de grado n con término principal (—1)™ y término
independiente det AE

#1 En virtud de la nota anterior es claro que el cuer-
po subyacente K juega un papel fundamental dado
que la existencia de autovalores depende de la exis-
tencia de raices de polinomios en K. El teorema
fundamental del dlgebra asegura que cada polinomio
de grado n en C tiene n raices (reales o complejas,
todas distintas o no). Por lo tanto, una matriz cua-
drada A de orden n sobre el cuerpo complejo C tie-
ne n autovalores, pero en general seran complejos

1En la literatura puede encontrarse el polinomio caracteris-
tico definido en forma alternativa como p4(A) = det (A I — A).
Es claro que ps = (—1)"pa, por lo tanto ambos tienen las
mismas raices (y conducen entonces a los mismos autovalores).

y algunos pueden estar repetidos. En particular si
los elementos de A son nimeros reales, entonces A
puede no tener autovalores reales, y si tiene auto-
valores complejos entonces éstos deben aparecer en
pares conjugados.

#1 Los autovectores correspondientes a un autova-
lor A resultan de resolver el sistema lineal homogéneo
(A—XI)x = 0, el cual, por su naturaleza, es indeter-
minado y por lo tanto las componentes de x quedan
definidas a menos de un factor de proporcionalidad.
El espacio propio asociado al autovalor A no es més
que el conjunto solucién de este sistema, y una base
del mismo puede ser obtenida de la solucién encon-
trada.

£ La multiplicidad algebraica de un autovalor A de
A es la multiplicidad de A como raiz del polinomio
caracteristico. La multiplicidad geométrica de X es la
dimensi6n del espacio propio correspondiente. En ge-
neral, la multiplicidad geométrica no excede la mul-
tiplicidad algebraica.

#1 Autovectores correspondientes a autovalores dis-
tintos de A son linealmente independientes en K™.

Ejercicio 1. Sin calcular los autovalores ni los auto-
vectores, determinar cuales de los siguientes vectores
son autovectores de la matriz

-9 -6 -2 —4
-8 -6 -3 -1
20 15 8 )
32 21 7 12

OWRrR O o o

1
© 9] @
2

Identifique el autovalor correspondiente para los vec-
tores que sean autovectores.

Ejercicio 2. Considere la siguiente matriz 2 x 2,

=0 3)
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; Tiene autovalores en R? ;Y en C?

Ejercicio 3. Determinar la ecuaciéon caracteristica,
los autovalores y autovectores, el espectro y el es-
pacio propio correspondiente para cada una de las
siguientes matrices,

2 1 1 2 -1 1

@2 3 4], mlo 3 -1],
-1 -1 -2 2 1 3
1 2 1 2 1 1
@ (2 o —2|, @/[2 3 2
-1 2 3 3 3 4

Ejercicio 4. Demostrar que los autovalores de toda
matriz triangular (ya sea inferior o superior) son los
elementos de su diagonal.

Ejercicio 5. Demostrar que el escalar nulo 0 es au-
tovalor de una matriz A si y solo si A es singular (no
inversible).

Ejercicio 6. Demostrar que si A es no singular y A
es un autovalor de A con autovector x, entonces \~!
es un autovalor de A~! con autovector x.

Ejercicio 7. Demostrar que si A es un autovalor de
A entonces \* es un autovalor de A*, k entero posi-
tivo.

Ejercicio 8. Una matriz cuadrada A es involutiva si
A? = ]. Mostrar que los autovalores de una matriz
involutiva son 1 6 -1.

Ejercicio 9. Una matriz cuadrada A es idempotente
si A2 = A. Mostrar que los autovalores de una matriz
idempotente son 0 6 1.

Ejercicio 10. Demostrar que si A es una matriz
cuadrada, el polinomio caracteristico de A! es igual
al polinomio caracteristico de A.

Ejercicio 11. Sea A una matriz cuadrada 2 x 2,
mostrar que el polinomio caracteristico de A es
pa(A) =A% — X tr A+ det A.

Ejercicio 12. Mostrar que si x es un autovector de

A entonces el correspondiente autovector puede ser
determinado por el cociente de Rayleigh,

t

x' Ax

A= ——

xtx

Matrices semejantes.

Recordemos la siguiente definicion. Dos matrices A
y B de n xn se dicen semejantes si existe una matriz
P, n x n, no singular tal que B = P"'AP. Y se
dice que B se obtiene de A por la transformacion de
semejanza P~ A P.

Ejercicio 13. Demostrar que dos matrices semejan-
tes tienen el mismo polinomio caracteristico y, en
consecuencia, los mismos autovalores con la misma
multiplicidad algebraica.

Ejercicio 14. Mostrar que, si bien las siguientes
matrices tienen los mismos autovalores, no son se-

mejantes.
1 0 1 3
A= (0 1) ’ B= (O 1) '

Esto prueba que el reciproco del ejercicio anterior no
es vélido.

Ejercicio 15. Las siguientes dos matrices son seme-

jantes
3 1 2 0
(5 A) =)

puesto que

Go-(s) ()G %)

En consecuencia A y B tienen los mismos autova-
lores. jCuales son sus autovectores? Esto prueba
que si bien dos matrices semejantes tienen los mis-
mos autovalores no necesariamente tienen los mismos
autovectores.

Diagonalizacién de matrices bajo semejanza.

Un problema fundamental del algebra lineal consiste
en llevar la matriz A a su forma mas simple posible
bajo transformaciones de semejanza. Entre los tipos
maés simples de matrices, fuera de los multiplos esca-
lares de la matriz unidad, estan las matrices diago-
nales D = diag (dy,da, . ..,d,). El problema consiste
entonces en determinar si una matriz puede ser lle-
vada, via una transformaciéon de semejanza, a una
forma diagonal.

Establecemos primero la siguiente definicion: Se dice
que una matriz A, nxn sobre el cuerpo K es diagona-
lizable (bajo semejanza) si es semejante a una matriz
diagonal D, esto es, si existe una matriz inversible P
tal que D = P~1 A P.

La condicion necesaria y suficiente para que una ma-
triz sea diagonalizable es enunciada a continuacién y
establece una conexion con el problema de autova-
lores: Una matriz A de n x n sobre el cuerpo K es
diagonalizable si y solo si A tiene n autovectores li-
nealmente independientes. En tal caso, los elementos
diagonales de la matriz diagonal D semejante a A son
autovalores de A y la matriz P tal que D = P~ AP
es la matriz cuyas columnas son los correspondientes
autovectores de A.

#1 Una condicién equivalente para la diagonaliza-
cion es la siguiente: A es diagonalizable si y solo si
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para cada autovalor distinto de A su multiplicidad
geométrica es igual a su multiplicidad algebraica.

£ Sea S (A;) el espacio propio del autovalor \; para
cada autovalor ¢ = 1,...,k del espectro de A y sea
B; es una base de dicho espacio. Entonces, si A es
diagonalizable, resulta que

K" =8\)® - ®S(A\)

siendo el conjunto de n elementos B = UF_, B; una
base de K™. La matriz P que diagonaliza a A es la
matriz de cambio de base de la base canénica de K"
a la base B de K™ formada con los autovectores de

A.

#1 Una condicion suficiente pero no necesaria para
la diagonalizacion es la siguiente. Si A tiene n auto-
valores distintos, entonces A es diagonalizable.

Ejercicio 16. Determinar si las matrices del Ejer-
cicio 7?7 son diagonalizables. En caso afirmativo en-
contrar su forma diagonal y una matriz que la dia-
gonaliza.

Ejercicio 17. Mostrar que si A es diagonalizable,
AF = pDF p~! = P diag(d},d5,...,d*) P~t.

Ejercicio 18. Calcular limy_,o, A*, siendo A =

(7_/f }?;) (Ayuda: Diagonalice A).

Autovalores y autovectores de operadores li-
neales. Diagonalizacién.

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K, usual-
mente R 6 C y sea T un operador lineal sobre V| esto
es, una transformacion lineal de V en V. Un esca-
lar A de K es un autovalor de T si existe un vector
v no nulo de V, llamado autovector de T, tal que
T(v) = Av. El espacio propio asociado al autovalor
A es el conjunto de todos los vectores v de V' tales
que T(v) = Av, y es un subespacio de V, a saber, el
nicleo del operador lineal T'— A\ I, el cual es, pues,
un operador lineal singular.

Supongamos ahora que V' es de dimension finita. Sea
B = {v1,...,v,} una base de V.y A = [T]g la re-
presentacién matricial del operador T" en dicha base.
Entonces los autovalores de la matriz A son autovalo-
res del operador Ty los autovectores de A correspon-
dientes son las coordenadas de los autovectores de T
respecto de la base B, y reciprocamente. Esto reduce
el problema de los autovalores de un operador lineal
sobre un espacio de dimension finita al problema de
autovalores de una matriz.

Se trata ahora de encontrar una base de V' tal que la
representacion matricial de 7' sea una matriz diago-
nal. Si tal base existe, se dice que T es diagonaliza-
ble. El siguiente teorema conecta este problema con
el problema de los autovalores: Un operador lineal

T sobre un espacio vectorial V' de dimension finita n
es diagonalizable si y solo si existe una base de V tal
que cada vector suyo sea un vector propio de T, esto
es, si y solo si existen n vectores propios linealmente
independientes. En tal caso, los elementos diagona-
les de la representacién matricial diagonal son los
valores propios correspondientes.

#1 La matriz A que representa a T depende de la
eleccién de la base para V', pero los autovalores de T’
se definieron sin hacer referencia a una base. Ahora
bien, dos matrices que representan a T respecto a
dos bases cualesquiera de V son semejantes y, por
lo tanto, tienen los mismos autovalores. Luego, el
procedimiento anterior esta justificado.

#D Sea S (\i) el espacio propio asociado a cada au-
tovalor distinto A; de T' y sea I3; una base del mismo,
entonces si T es diagonalizable

V=5SM\)& oSO

siendo el conjunto de n elementos U¥_; B; una base
de V.

#1 E] operador lineal T es diagonalizable si y solo si
su matriz respecto a cualquier base de V' es diagonali-
zable. Esto reduce el problema de la diagonalizacion
del operador T a la diagonalizacién de una matriz.

# Fijada una base B de V, la matriz A = [T] esté
ligada a la matriz diagonal D via una transformacion
de semejanza: D = P! AP. La matriz P tiene
por columnas las componentes de los autovectores
respecto de la base B y es la matriz de cambio de
base de la base B a la base de V' formada por los
autovectores de T'.

Ejercicio 19. Sea V el espacio vectorial de todas
las funciones f reales de variable real que admiten
derivadas de cualquier orden en un intervalo abierto
dado. Sea D el operador derivacion que aplica a
cada f en su derivada, D(f) = f’. Mostrar que las
funciones f(x) = e*®, con a # 0 son autovectores de
D con autovalor a. ;Qué puede decir del conjunto
{e*® : a # 0}7 En situaciones como éstas, en las que
V' es un espacio funcional, los autovectores suelen
llamarse autofunciones.

Ejercicio 20. Hallar los autovalores y vectores pro-
pios de los siguientes operadores lineales. Determi-
nar si son diagonalizables y, en caso afirmativo, en-
contrar una representacién diagonal y la matriz de
cambio de base correspondiente.

a) T:R? = R2 T(x,y)=(6z—1y,3z+2y)

b) T:R> = R3 T(r,y,2) =Q2x+yy—22y+
4z)
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Diagonalizacion de matrices simétricas bajo
semejanza ortogonal.

En lo que sigue nos restringiremos al cuerpo de los
numeros reales R. Dada una matriz A, n x n, diago-
nalizable, los autovectores de A forman una base de
R™ y la matriz P que diagonaliza a A, cuyas colum-
nas son dichos autovectores, es inversible. Se trata
ahora de encontrar una base ortonormal de R™ (con
el producto interno canonico) formada por autovec-
tores de A, en cuyo caso, la matriz P que diagonaliza
a A serd ortogonal: P~ = Pt.

En general, dadas dos matrices Ay B, n x n, se dice
que B es ortogonalmente semejante a A si existe una
matriz ortogonal P, tal que B= P 1 AP = P! AP.
Asi pues, nos interesa saber que tipo de matrices
reales son ortogonalmente semejantes a una matriz
diagonal. El siguiente resultado fundamental nos di-
ce que tales matrices son las simétricas: Sea A una
matriz real simétrica de orden n. Existe una matriz
ortogonal P tal que D = P~ AP (A es ortogonal-
mente semejante a una matriz diagonal). La matriz
P tiene por columnas los vectores propios ortogona-
les normalizados de A y los elementos diagonales de
D son los autovalores correspondientes.

#1 Los autovalores de una matriz simétrica real son
reales.

#1 Los autovectores de una matriz simétrica real
pertenecientes a autovalores distintos son ortogona-
les respecto al producto interno canénico de R™.

#1 La matriz P proporciona un cambio de base (o
transformacion de coordenadas) ortogonal en R™ de
la base canoénica a una base ortonormal constituida
por autovectores de A. Toda transformacion ortogo-
nal preserva los productos internos y por lo tanto las
normas de los vectores de R™.

Ejercicio 21. (Optativo). Mostrar que, efectiva-
mente, los autovalores de una matriz simétrica real
son reales y que autovectores correspondientes a au-
tovalores distintos son ortogonales.

Ejercicio 22. Diagonalizar, bajo semejanza ortogo-
nal, las siguientes matrices simétricas,

3 1 1
2 =2
w (% 7). o Ll

Diagonalizacion de operadores simétricos en
espacios euclideos.

Sea V un espacio vectorial con producto interno so-
bre el cuerpo de los ntimeros reales R. Un operador
lineal sobre V' se dice simétrico si

(@[T (y)) = (T(2)ly),

para vectores cualesquiera z e y de V.

#1 Los autovalores de un operador simétrico son
reales y los autovectores correspondientes a autova-
lores distintos son ortogonales.

#1 Si V es de dimension finita, la matriz un opera-
dor simétrico respecto a una base ortonormal es una
matriz simétrica.

#1 Si V es de dimension finita y T es un operador
lineal simétrico sobre V', entonces existe una base or-
tonormal de V' en la que cada vector es un autovector
de T.

#1 1a diagonalizacion por semejanza ortogonal de T'
procede tomando una base ortonormal de V y dia-
gonalizando bajo semejanza ortogonal a la matriz si-
métrica real A que representa a T' en dicha base. La
matriz P ortogonal tal que D = P~* AP es la ma-
triz que tiene por columnas las componentes de los
autovectores ortonormales de T respecto de la base
fijada.

Ejercicio 23. (Optativo). Sea R? con el produc-
to interno canénico, y sea T el operador lineal so-
bre R* dado por T(zi,xs,73,24) = (1 + 29 +
Z3,%1,%1,2x4). Determinar si T es simétrico, y en
caso afirmativo, diagonalizarlo bajo semejanza orto-
gonal. (Ayuda: Representar T en la base canonica
de R%).

Formas cuadraticas.

Una forma cuadrdtica en R™ es una funcién g de R™
en R de la forma

n
2
Q($17$2,---,1‘n)=§ Cu$1+§ 2¢ij ®; x4,
i1 i<j

donde los ¢;; son constantes. Se dice que la forma
cuadrética esta diagonalizada si

2
q(x17x27"'axn): E CiiT;,
i

esto es, si ¢ carece de términos con productos cruza-
dos x;x; (con i # j). Toda forma cuadratica puede
expresarse de modo tinico en forma matricial como

q(x) =x"Ax

donde x = (x1,z2,...,2,)" y A = (ai;) es una ma-
triz simétrica. En efecto, los elementos de A son
Qi = Cii, ¥ Gij = Qj; = ¢;;/2 para ¢ # j. Reci-
procamente, toda matriz simétrica define una forma
cuadratica. Para diagonalizar ¢ recordemos que una
matriz real simétrica A es ortogonalmente semejante
a la matriz diagonal D cuyos elementos diagonales
son sus autovalores \;, siendo la matriz ortogonal P
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tal que D = P~ AP = P! AP la matriz que tiene
por columnas los autovectores ortogonales normali-
zados de A. De este modo si consideramos el cambio
de coordenadas ortogonal x = Py logramos diagona-
lizar q:

qly) = (Py)' A(Py)=y'(P"AP)y

n
=y'Dy=> Ny}
=1

Esto muestra, también, que la naturaleza de la forma
cuadrética depende de los autovalores de la matriz
simétrica que la define.

Ejercicio 24. (Optativo). Dada la forma cuadra-
tica sobre R?, g(z,y) = 1322 + 102 y + 13 y?, encon-
trar un cambio de coordenadas ortogonal que diago-
nalice a ¢. Interprete geométricamente el resultado
para la curva en el plano definida por ¢(z,y) = 72.
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