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ANyP, Practica 12.

Calculo numérico de autovalores y autovectores.

Teorema de Gerschgorin.

De acuerdo al teorema de Gerschgorin, los autova-
lores de una matriz A de n X n estan contenidos en
la unién de los circulos del plano complejo C dados
por:
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parai=1,2,...,n. Ademaés, la unién de cualesquie-
ra k de estos circulos que no intersecten a los (n — k)
restantes, debe contener precisamente k (contando
multiplicidades) autovalores.

Ejercicio 1. Utilizar el teorema de Gerschgorin pa-
ra localizar los autovalores de las siguientes matrices
y determinar una cota del radio espectral p(A) =
maxi<i<n {|Ail},

41 1 51 1
a) 021 by o 6 1
-2 0 9 10 =5
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Métodos de factorizacion.

Los algoritmos que proveen aproximaciones a todos
los autovalores de una matriz constan, en general, de
tres pasos:

1. Transformar la matriz original (densa) a una for-
ma condensada por transformaciones de seme-
janza ortogonales (y por lo tanto, con los mis-
mos autovalores). Tipicamente, una matriz si-
métrica es reducida a una matriz tridiagonal, y
una matriz general a una matriz de Hessenberg
superior.

2. Solucion del problema de autovalores para la
matriz condensada.

3. Obtencién de los autovectores de la matriz ori-
ginal aplicando la transformacion inversa a los
autovectores de la matriz condensada.

Para el paso (1) existen métodos que efecttian la
transformacién en un ntimero finito de pasos. Para el

paso (2) los métodos de factorizacion, como el méto-
do QR, son métodos iterativos eficientes para resolver
el problema. La utilidad de esta estrategia resulta del
hecho de que la manipulaciéon computacional de una
matriz condensada requiere de muchas menos opera-
ciones que las correspondientes a una matriz densa.

En vez de programar nuestras propias funciones, uti-
lizaremos funciones definidas en las bibliotecas (li-
brery) NumPy (Numerical Python) y SciPy (Scientific
Python). Como vimos anteriormente NumPy lo pode-
mos usar para calculos numéricos basicos y para un
manejo eficiente de arreglos, que nos permite reali-
zar operaciones directamente sobre vectores y matri-
ces sin bucles explicitos. SciPy se usa para calculos
cientificos avanzados que requieren algoritmos mas
complejos. Esté construida sobre NumPy ampliando
su funcionalidad aprovechando la estructura de arre-
glos y la eficiencia de NumPy

Para matrices en general, con NumPy podemos usar la
funcién numpy.linalg.eig, mientras que con SciPy
podemos usar scipy.linalg.eig.

En particular, en el caso de matrices simétri-
cas (o hermiticas si son complejas), podemos usar
scipy.linalg.eigh. Notese que hemos agregado la
letra h a la funcién que usabamos para matrices en
general.

Ejercicio 2. Encontrar aproximaciones para los au-
tovalores de las siguientes matrices simétricas,

12 10 4 2 0 1
a) |10 8 -5 a) |0 3 -2
4 -5 3 1 -2 -1
L1 1 o 4200
4 o 2 4 2 0
c) 4 |o 2 4 2

-1 0 4 -1
0 1 1 4 00 2 4
000 2

Ejercicio 3. Encontrar aproximaciones a los auto-
valores de las siguientes matrices,

A
a) (1 4 -1 D 1o o 5 1
03 7 o o 2 3

Ejercicio 4. Determinar estimaciones para los au-
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tovalores de las siguientes matrices,

—-149 —-50 —154

a) 937 180 546
=271 -9 =25
—149 —-50 —154
b) 537 180.01 546
-27 -9 =25

;,Qué puede concluirse de los resultados?

Aplicacién a las ecuaciones algebraicas.

Los métodos numéricos para calcular autovalores no
involucran al polinomio caracteristico, pues, en ge-
neral, la resoluciéon de la ecuacién caracteristica por
algiin método numérico para ecuaciones algebraicas

es numéricamente inestable. De hecho, podemos uti-
lizar los métodos numeéricos de célculo de autovalores
para obtener los ceros de una ecuacién algebraica de
la forma " +a,_12" ' +-- -+ a1z +ag = 0 notando
que ellos son las raices del polinomio caracteristico
de la siguiente matriz acompanante,

00 --- 0 —ap
1 O e 0 —al
0 1 0 —as9
0 0 1 —Qp—1

Ejercicio 5. Determinar los ceros de la ecuacion
225 —122% +24 2% — 24 2% + 222 — 12 = 0 utilizando
el procedimiento descrito.
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