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ANyP, Practica 13.

Métodos numéricos para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Eliminacién gaussiana. Factorizacién LU.

Sea
Ax=Db

un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas,
donde A es una matriz cuadrada de orden n no sin-
gular, por lo tanto el sistema admite una solucion y
ésta es unica. El procedimiento de eliminacion gaus-
siana con una estrategia de pivoteo que permita el
intercambio de filas (tipicamente, el pivoteo parcial,
llamado también pivoteo méximo de columna) mues-
tra que la matriz de coeficientes del sistema admite
una factorizacion de la forma

A=PLU.

L es una matriz triangular inferior con elementos
diagonales iguales a la unidad y cuyos otros elemen-
tos bajo la diagonal son los multiplicadores utiliza-
dos durante la eliminacién. U es una matriz triangu-
lar superior cuyos elementos son los coeficientes del
sistema final equivalente, siendo los elementos de la
diagonal no nulos. Si los intercambios de fila duran-
te el proceso de eliminacién son registrados en un
vector p (cuyo valor inicial es (1,2,---,n)), enton-
ces la matriz de permutacion P se obtiene a partir
de la matriz identidad I de orden n permutando su-
cesivamente la columna ¢ por la columna j = p(7)
para ¢ = 1,2,...,n. Por ejemplo, si para n = 4,
p = (3,4,3,4), entonces

o = o o
— o o o
o OO
o o= O

Conocida la factorizacion LU, el sistema de ecua-
ciones lineales es equivalente a PLU x = b, el cual
conduce a dos sistemas triangulares,

Lb=P'b, Ux=h.
Asi, para obtener el vector solucion x, se resuelve en
primer lugar el primer sistema por sustitucion hacia
adelante para obtener b y luego se resuelve el segun-
do sistema por sustitucion hacia atrds.

Python proporciona un amplio conjunto de funcio-
nes para resolver sistemas lineales dependiendo de la
naturaleza particular de la matriz de coeficientes.

En particular, la funcién np.linalg.solve(A,b) de
la libreria NumPy, resuelve el sistema A x = b usan-

do descomposiciéon LU, pero no nos proporciona las
matrices L, U y P.

Si ademas queremos conocer la descomposicion
LU, podemos utilizar la libreria scipy.linalg, co-
minando las funciones scipy.linalg.lu_factor y
scipy.linalg.lu_solve.

La funcion scipy.linalg.lu_factor nos devuelve
la descomposicion LU de una matriz A, pero en una
Unica matriz. Si queremos recuperar a partir de la
matriz que nos devuelve scipy.linalg.lu_factor
las matrices L y U, podemos usar las funciones
de NumPy np.tril, np.eye y np.triu. La funcion
scipy.linalg.lu_factor ademés nos devuelve el
vector p. A partir de este vector podemos obtener
la matriz P.

Finalmente, para conocer la solucién del sistema,
debemos usar la funciéon scipy.linalg.lu_solve.
Aqui debemos utilizar como argumentos de la fun-
cion la matriz LU y el vector p, obtenidos con la
funcién scipy.linalg.lu_factor, y el vector b.

Ejercicio 1. Utilizar las funciones mencionadas pre-
viamente que crea més conveniente para resolver los
siguientes sistemas Ax = b:

a)
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En cada caso explicitar la factorizacion PLU de las
matrices A.

Ejercicio 2. Considere una placa cuadrada cuya
temperatura en los bordes es de 0°C en el lado supe-
rior, 10°C en el lado inferior y 5°C' en cada uno de
los lados laterales. Suponga que se traza una malla
sobre la placa y se numeran los puntos de intersec-
cién como se indica en la figura. Suponiendo que la
temperatura en un punto interior de la malla es igual
al promedio de las temperaturas de los cuatro puntos
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circundantes, se obtiene para el punto 1,

1
ti=106+0+1t+1)

a) Escriba el sistema de ecuaciones Ax = b que
resulta de considerar las temperaturas en los
cuatro puntos interiores de la malla.

b) Resuelva el sistema anterior para obtener la dis-
tribuciéon de temperatura en tales puntos.

Métodos iterativos.

Un método iterativo para resolver el sistema lineal
Ax = b comienza con una aproximacion inicial x(%)
a la solucion x, y genera una sucesion de vectores
{x(k)}zozo que se espera converja a x. Los dos méto-
dos iterativos méas conocidos son el método de Jacobi
y el método de Gauss-Seidel cuyas implementaciones
algoritmicas se describen a continuacion.

]~ Meétodo de Jacobi

Dada A de n xn con elementos diagonales no nulos.
Escoger x(© de orden n, usualmente x(® = 0.
Para k=1,2,...

Tomar
bi - 273:1 aij;rjg-k_l)
(k) _ (3#14)
T, = ,
Q4

parat=1,...,n.

]~ Meétodo de Gauss-Seidel

Dada A de n xn con elementos diagonales no nulos.
Escoger x(¥ de orden n, usualmente x(® = 0.
Para k=1,2,...

Tomar

i—1 (k) (k—1)
2 = bi — 3250y aigy = X iy Gigy

Como en todo método iterativo, debe establecerse un
criterio de paro para las iteraciones, el cual, en este
contexto, puede ser

< — 1)

<
x®] ©

para cierta tolerancia e prefijada.

Ejercicio 3. Escribir sendos programas en Python
para las implementaciones del método de Jacobi y
del método de Gauss-Seidel.

Ejercicio 4. Utilizar los programas anteriores para
resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

a)

38x1 + 1.6z + 09z3 = 155
—0.72y + 54z + 1623 = 103
b)
Z1 + r3 = 4
—-x1 + ) = 1
Ty 4+ 229 — 3xz3 = —4
c)
r1 + 05z + 0bxg = 2
0.5 r1 + xro + 051’3 = 2
0.5 r1 + 05.’E2 + I3 = 2

Los sistemas del ejercicio anterior muestran que los
métodos iterativos no siempre son convergentes. La
condicion necesaria y suficiente para la convergencia
es dada como sigue.

Sea A la matriz cuadrada de orden n del sistema.
Denotemos por D a la matriz diagonal de orden n
formada con los elementos de la diagonal principal
de Ay ceros en los demés elementos. Sea —L la ma-
triz triangular inferior de orden n formada con los
elementos de A situados bajo la diagonal principal
y ceros en los demas elementos. Sea —U la matriz
triangular superior de orden n formada con los ele-
mentos situados por arriba de la diagonal principal
y ceros en los deméas elementos. Entonces

A=D—-L—-U.
Sea,

_ | D™Y(L+U) para Jacobi,
" (D —L)"'U para Gauss-Seidel.

Entonces el método iterativo respectivo converge pa-
ra cualquier eleccion del vector inicial, si y solo si
p(T) < 1, donde p(T) denota el radio espectral de
T. Ademas, la velocidad de convergencia del método
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depende de p(T), cuanto menor sea este valor mas
rapida seré la convergencia.

Condiciones suficientes, pero no necesarias para la
convergencia de los métodos, que se deducen de lo
anterior, son las siguientes.

Si para alguna norma natural ||T'|| < 1 entonces el
método iterativo correspondiente converge.

Si A es una matriz estrictamente diagonal dominan-
te, esto es,

n

|aii|>2|aij\, parai=1,...,n
j=1
i

entonces tanto el método de Jacobi como el método
de Gauss-Seidel convergen.

Ejercicio 5. Justificar la convergencia (o divergen-
cia) de los métodos iterativos para los sistemas del
ejercicio anterior.

Estimacion del error. Nimero de condicién.

En la practica, una solucién numérica X de un sis-
tema de ecuaciones lineales Ax = b tendré cierto
error ||x — x||, el cual, por su puesto no puede ser
calculado. Ahora bien, siempre podemos calcular el
vector residual r = b — Ax. Puesto que r = 0 im-
plica que x es la solucion exacta del sistema, resulta
natural sugerir que si ||r|| es pequena, entonces X es
una solucion aproximada precisa. Sin embargo, esto
no es siempre el caso. La exactitud de la solucién
calculada depende también del nimero de condicion

k(A) = ||A||||A71]| de acuerdo a la siguiente desigual-
e =%l _
x—X r
< k(A) - —-.
[ [[b]l

Esta desigualdad nos dice que el error relativo en
una solucién numérica puede ser tan grande como
k(A) veces su residuo relativo. De este modo, so-
lo si k(A) ~ 1 el error relativo y el residuo relativo
son del mismo tamano, y el residuo podra ser utili-
zado con seguridad como una estimacién del error.
En esta situacion se dice que la matriz A del sistema
es una matriz bien condicionada. Si, por el contra-
rio, k(A) > 1, el intervalo en que se puede situar
el error relativo es muy amplio y por lo tanto no se
puede asegurar que la solucién numérica es precisa,
aun cuando el vector residual sea pequeno.

En esta situaciéon, se dice que la matriz A es una
matriz mal condicionada.

Ejercicio 6. Mostrar que para toda matriz no sin-
gular, k(A) > 1.

Ejercicio 7. Sea Ax = b el sistema lineal dado por

0.89 0.53 0.36
A= (0.47 0.28) ’ b= (0.19) '
Dada la solucién aproximada x = (—11.5,20)", cal-
cule el vector residual y estime el error relativo. Sa-

biendo que la solucion exacta es x = (1, —1)¢, calcule
el error exacto. Compare los resultados.

Ejercicio 8. Dado el sistema Ax = b, suponga que
el término b se perturba por una cantidad db. Mos-
trar que el efecto de esta perturbacion sobre la solu-
cion serd x + 0x, con dx acotada por

[[6x|| [6D]]
< Kk(A)—.

[ bl
Si ahora es la matriz A la que es perturbada por una
cantidad d A, mostrar que el efecto de tal perturba-
cién sobre la solucion serda x + dx con dx acotada

por
[ox| [6A]l

— < g(A)—.
T+ ox] = "]

Ejercicio 9. Sea

6 13 =17
A= 13 29 -38
—17 —-38 50
Si se desea resolver el sistema Ax = b, donde

b = (1.9358,—2.3412,3.5718)! tiene sus elementos
redondeados a 5 digitos, ;qué puede decirse del error
relativo en la solucion?

Ejercicio 10. Realizar un programa para calcular
la solucién del siguiente sistema de ecuaciones no li-
neales, en la region [1.0, 3.0] x [1.0, 3.0], aplicando el
método de Newton.

2?4+y% = 10
22—y = 1

En cada paso iterativo, resolver el sistema lineal uti-
lizando algiin método de los disponibles en Python.
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